SECONDAIRE

= COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
MATHEMATIQUES

THEME : FONCTIONS NUMERIQUES
Durée : 12 heures Code :

Lecon 1 : Limites et continuité d’une fonction
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Les éleves de Terminale s'exercent a la photographie au sein du club photo du lycée. On les informe
qu'en photographie, la profondeur de champ correspond a la zone de I'espace dans laquelle doit se
trouver le sujet a photographier pour en obtenir une image que I'ceil considérera nette.

En optique, pour que la netteté s'étende d’une distance a a une distance r, la mise au point doit étre
faite a la distance : P = a;:i (les distances sont exprimees en meétres).

Les éleves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a I’infini ».
. . 50 ., .
Un éléve affirme alorsque: P = 10 — vy Ce qui n’est pas de 1’avis des autres.

Ensemble ils décident de vérifier cette formule et de faire des calculs pour déterminer la distance
de mise au point a choisir quand I’objet s’¢loigne.

B. CONTENU DE LA LECON
1. Limite d’une fonction composée

Propriété
Soit fetg deux fonctions numériques. a, b et £ sont des éléments de R U {—oo; +oo}

Silim f(x) =bet lin& g(x) =¢ alorslim gof(x) =+
X— X—a

X—a

Exercice de fixation

2

1 Calcule la limite en +co de la fonction h definie sur IR par: h(x) = [4 + =i
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2. Calcule la limite en 0 de la fonction f définie sur IR* par : f(x) = 222X

X

Solution
1L.h(x) =geof(x)avecf(x) =4+ 2

x2+1

et g(x) = Vx

2 2 2
Nous avons: lim (4 + ) =4 car lim ( ) = lim (—) =0
x2+1 x>+00 \Xx2 + 1 x—>400 \X

xX—+00

et limyJx =2

x—4

donc limh(x) =2 .
X—+00
sin2x _ sin (2x) __ sinx

2.f(x):——ZXT—uov(x)OUv(x)=2xetu(x)=2><7

X

Ona: limv(x) = lim2x = 0 et limu(x) = lim2 X SInx 2
x-0 x-0 x-0 x-0 X

donc limf(x) =2 .
x—0

2. Limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert

Propriété 1

a et b sont des eléments de

R U {—o0; +00} et f une fonction
numeérique.
Si f est croissante et majorée par un
nombre réel M sur I’intervalle
]a, b[ alors f admet une limite finie
fenb.
De plus £ < M.

Propriété 2

a et b sont des éléments de

R U {—o0; +00} et f une fonction : : :
numérique. 000 OO0 000 SO0 OU0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO OO OO OO
Si f est décroissante et minorée par un 0 PO O O OO S
nombre réel m sur I’intervalle | B
]a, b[ alors f admet une limite finie

fenb.

De plus £ > m.
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Exercice de fixation

Soit f la fonction définie sur R telle que f(0) =0 et Vxe R, f'(x) = Tlxz
Sachant que : Vx€ [1 o[, ona: f(1)< f(x) < - =+ 1+ (1),

Justifie que fadmet une limite finie £ en +oo et donne un encadrement de (.

Solution

Vx ER, f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur [1;+of,
e[l +of ona:f(1) < f(x) £ — =+ 1+ f(D).

e[l +oof, -=<Odonc f(x) < — =+ 1+ f(1) < 1+f(D).
La fonction f est croissante sur [1 ;+oo/ et majorée par 1 + f (1) donc f admet une limite finie €
en+4oco. Dou: f(1)< £ <1+f(1).
3. Branches paraboliques
Définition
Soit f une fonction numérique et (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
(O,1,3)
e Ondit que (C) admet en 4+co une branche parabolique de direction celle de (Ol)

lorsque _lim f(x) = +o0 (ou — ) et lim f®_ g
X—>+ 00

X—>+4+o00 X
e On dit que (C) admet en 400 une branche parabolique de direction celle de (OJ)

lorsque lim f(x) = +oo(ou — ) et lim 1 +o0o(ou — 00),
X—+00 x—+oo X

Remarque : On définit de maniére analogue les branches paraboliques en —co .

Exercice de fixation
Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = szl —+/x + 1 et (C) sa courbe représentative

dans le plan muni d’un repere orthonormé (O,1,J).
Démontre que (C) admet en +co une branche parabolique de direction celle de (Ol).

Solution
e . 2\ _ oo (2 _ Q.
f est définie sur [-1;1[U]1;+o0[. On a: XL‘E%O (;) = kao (X) =0;
liin (x+1) = +oet liﬁrp&z +00 donc li£n Vx+1=+ow .
X—>+00 X—>+00 X—>+00
D’ou: li_an f(x) = —o0.
X—+00
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VX € ]1;+oo],

f_ 2 x4l _ 2 —1+§.0na: lim (Xzz—x): lim (Xiz)zo.

X x2—x X x2-x  x+1 X—+00 X—+00

1 1
Ona: lim (1+ ;) = 1car lim (—) = 0,de plus XEROVX+1 = +00

X—+00 X—>+00 \ X
1
1+=
donc: lim —%=0.0nconclutque: lim G
X—>+400 VX+1 Xx—>+00 X
Ona: liJrrn f(x) = —oo et liin % = 0, donc (C) admet en +oo une branche parabolique de
X—+00 X—>+00

direction celle de (Ol).

4. Continuité sur un intervalle

4.1-Définition
On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout élément
de I.
Exemple
Les fonctions polyndme, rationnelle, sinus, cosinus, racine carree, puissance, valeur absolue et
tangente sont continues sur tout intervalle inclus dans leurs ensembles de définition respectifs.

4.2-Prolongement par continuité
Propriété et définition
Soit f une fonction d’ensemble de définition D¢ et a un nombre réel n’appartenant pas a Dy.
Si f admet une limite finie £ en a , alors on dit que f est prolongeable par continuité en a et la

fonction g définie sur Dy U {a} par : {Vx € Df,g(x) = f(x)
gla)=+*

est continue en a et est appelée le prolongement par continuité de f en a.

Exemple

sinx

Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = — -
Ona:Df=R-{0} et limf(x) = 1.

x—0

vx € R—{0},g(x) = f(x)

La fonction g définie sur IR par :{
g(0)=1

est le prolongement par continuité de f en 0.

Exercice de fixation
1. Soit f la fonction de R vers R définie par: f(x) =

x=9

Vx-5-2"

Démontre que f admet en 9 un prolongement par continuité ¢, et définit le.

x24x

2. Soit g la fonction définie sur IR\ {—1;0; 1} par: g(x) =

x2—|x|
g est — elle prolongeable par continuité en 0 ? Justifie ta réponse.
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Solution

1.Df={x€R/x—5 > 0et Vx—5-2+0}
x—5>20&ex =25

Vi—-5-2=0@ x—-5=4ox=09.
Donc : Dy =[5 ;9[U]9 ,+oo/ .

_ (x-9(Wx=5+2)  (x-9)(Vx=5+2) _ —
vx€Dy, flx)= (Vx=5 -2)(Vx=5+2) x—9 = Vx—=5+2

Ona: lirglf(x) = li”r(r)l(\/x— 5+2)=4
X— X—
Ainsi, 9 & Dy et f admet une limite finie en 9. Donc f est prolongeable par continuité en 9.

La fonction ¢ est définie sur [5; +oof par : 9(9) =4 et Vx€Ds, p(x) = f(x)estle
prolongement par continuité de f en 9.

Remarque: ¢ est définie sur [5 ; +oof par: p(x) = Vx =5+ 2.
2.

x>+ x

Pour toutx € |—o0; —1[U]—1; 0[; - _
our toutx € |—oo [U] [;9(x) 1y

Onadoncgci_r)%g(x) =1
<
x*+x x+1

P toutx € |0;1[ U |1; +oo[; = =
our toutx € 10;1[ U] oo[; g(x) 2 —x x—1

On a donc li L S
na oncxlgr&g(x)—xlir&x_l—

gci_r)rgg(x) * gci_r]%g(x) ,ainsi g n’admet pas de limite en 0, donc g n'est pas prolongeable
< >
par continuité en 0.

4.3- Image d’un intervalle par une fonction continue
Propriété 1
L’image d’un intervalle | par une fonction continue sur | est un intervalle ou un singleton.

Exercice de fixation

Détermine 1’image de ’intervalle |- 7r; 7] par la fonction cosinus.
Solution

La fonction cosinus est continue sur |- m; ]

Or pour tout nombre réel x appartenant a |- ; ], —1 < cos (x) < 1.
De plus cos(r) = —1 et cos(0) = 1.

Donc I’image de I’intervalle |- 7; 7] par la fonction cosinus est [—1; 1].
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Propriété 2

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, a et b deux nombres

réels tels

quea<b.
Intervalle | | f est strictement croissante sur | f eststrictement decroissante sur |
[a; b] f([a; b]) = [f (a); f ()] f([a; b]) = [f (b); f (a)]
[a; b[ f(la; D = [f(a); lim f ([ f([a; bD =]lim f(x); f(a)]
Ja; b] £(las b)) = ] Jim £ f(b)] £(las b)) = [f(b); Jim £(0) [
bl | FQasbD = MmO Ol | /0D = iy £y /O
L@+l f(jas +ooD) = [F(@); Jim fFI | flla+eoD) =] lim £(); £ ()]
|oos 4eo[ | F(1—o0i+o0D £(1 = o03+oo])

= Jlim f(x); lim f(0)l = lim f(x); lim f(ol

Exercice de fixation

Le tableau de variation ci-dessous est celui d'une fonction f définie et continue sur les intervalles
1-0:0[ et ]O; +oof.

X —00

f'()
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f@ | T N | T,

Détermine 1’image par f de chacun des intervalles suivants : ]-oo ;-1], ]0 ;+oo/et /-1 ;0[.
Solution
e f est continue et strictement croissante sur ]-co ;-1] donc :

fQ=o 1) = ] lim fG); f(-1)] =1-2;5],

e f est continue et strictement décroissante sur ]0 ;+oo[ donc :
f0 ;+e0) =] lim f(x);lim f (x)l =]1 s+oo[.
X—+00 x—0
>
e f est continue et strictement décroissante sur [-1 ;0[ donc :

£(-1:0D =l}}§3 f@) ;f(—l)]: ]:5].

4.4-Opérations sur les fonctions continues
Propriété 1
Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, alors :
v’ les fonctions f + g, fg , f™ (n € N)et | f | sont continues sur .

v" si g ne s’annule pas sur I alors la fonction g est continue sur |.

v' si f est positive sur | alors fonction ﬁ est continue sur I.

Exercice de fixation

Soit g et h deux fonctions définies de R vers R par: g(x) = x3 + sinx et h(x) = Vx2 — 1
1) Justifie que g est continue sur R.

2) Justifie que h est continue sur | — oo0; —1].

Solution

1) g est la somme des fonctions x — x3 et x +— sinx qui sont continues sur R. Donc g est
continue sur R.

2) La fonction x — x® — 1 est continue et positive sur | — oo; —1].

Donc h est continue sur | — oo; —1].

Propriété 2
Si f est continue sur un intervalle | et g continue sur ’ensemble f(1), alors gof est continue
sur .

Exercice de fixation
Soit g et f deux fonctions définies de R vers R par: g(x) = g et f(x) = cosx
Justifie que gof est continue sur R.
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Solution

La fonction f est continue sur Ret f(R) = [—1; 1] .
La fonction g est continue sur [—1; 1]

Donc la fonction gof est continue sur R.

5. Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
5.1-Propriétés

Propriété 1
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | alors :
e f estune bijection de I sur I’intervalle f(I).
e labijection réciproque f~! de f est continue et strictement monotone sur f(l).
e f~1ale méme sens de variation que f.
Remarque : Les courbes représentatives de f et de f~* dans le plan muni d’un repére
orthonormé sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Exercices de fixation
Exercice 1

Soit f: [0; +o[ — R
X2
1+ x2

X —

1. Démontre que f est une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle K que I’on précisera.

2. Déduis en le sens de variation de la bijection réciproque f 1.

Solution
1D =[0; +oof.
ona: limf(x) = lim (5)= lim1=1
.x—>+oo - X—+00 x? - X—+00 o
- , 2x(1+x2)-2x(x?) 2x
f est dérivable sur [0; 4+oo[ et pour tout x € [0; +oo[, f'(x) = REeDp = T

Pour tout x €]0; +oo[ , f'(x) > 0carVx €]0; +o[,2x > 0et (1+x2)? > 0.
f est donc continue et strictement croissante sur [0 ;4oo[; par suite f est une bijection de
[0; +oo[ surf([0; +oo[) = [0;1[.

2. f~1 est donc définie sur [0 ;1[. £~ a le méme sens de variation que f, donc 1 est
strictement croissante sur [0;1].

Exercice 2
Soit la fonction g :[1;3] —» [0;4]

Etnms:nmnr



x+— —x%+2x+3
1. Démontre que g est une bijection.
2. Détermine I’expression explicite de la bijection réciproque g1 de g.

Solution

1. g estderivable sur [1;3]. Vx € [1;3],9'(x) =- 2x + 2.

X 1 3

—2x+2 |0 -

Vx €]1;3],9(x) <O
La fonction g est continue et strictement décroissante sur [1;3] et g([1;3]) = [g(3);g9(1)] = [0;4]

donc g est une bijection.

2. Soity € [0 ,;4]. Pour tout nombre réel x de ['intervalle [1; 3], on a les équivalences suivantes :
gx)=y o @x-1)*-4+y=0
Sx=1+./4—y,carpoury €[0;4], 1+ 4—y €[1;3]
D’out la bijection réciproque g~ est définiede [0;4 ]sur[1;3] par: g 1(x) =1+
Vitx,

Propriété 2 : Théoreme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle |, a et b deux éléments de I.
Pour tout m compris entre f(a) et f(b) ,I’équation: f(x) = m
admet au moins une solution comprise entre a et b.

Corollaire 1

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.
Pour tout m compris entre f(a) et f(b) ,I’équation: f(x) = m

admet une unique solution comprise entre a et b.

Exercice de fixation

On donne ci-contre le tableau de variation F(x)
d’une fonction f définie et continue sur [-

1;+oo[ 5
\

1. Justifie que I’équation : f(x) = —10 f(x)
admet une unique solution dans [-1;+oo[ .
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2. L’équation : f(x) = 13 admet-elle une
solution dans [-1;+oo[ ? Justifie ta réponse.

Solution
1.f est continue et strictement décroissante sur [-1;+w/, f([—1; +[) =] — ;5] et-10 €]-
0 ;5] donc ’équation : f(x) = —10 admet une solution unique dans [-1 ;+oo/ .

2.13 Z]-0 ;5] donc I’équation : f(x) = 13 n’admet pas de solution dans [-1 ;+of .

Corollaire 2
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b] et si
f(a) X f(b) < 0alors I’équation : f(x) = 0 admet une solution unique dans ]a; b[.

Exercice de fixation
Démontre que I’équation : x € ]0; 1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution a.

Solution

Soit f la fonction définie sur [0;1] par: f(x) = 2x3 + 3x — 1. f est dérivable sur [0;1].
Pour tout x € [0;1], f'(x) = 6x2 + 3. Par suite, pour tout x €[0;1], f’(x) > 0, donc f est
strictement croissante sur [0;1].

£(0) = —1letf(1) = 4.

f est continue et strictement croissante sur [0;1] et £(0) X f(1) < O,
donc ’équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans J0 ;1[.
5.2. Valeur approchée de la solution a d’une équation

Méthodes pratiques de détermination d’une valeur approchée de la solution o d’une
équation

L’équation : x €]0;1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution a.
Donne une valeur approchée de aa 1071 prés.

Solution
Posons f(x) = 2x3 +3x—1

e Méthode 1 : Méthode de balayage

Pour obtenir une valeur approchée de oo a 10~ pres, on effectue un balayage de [0;1] avec un
pas égal a 0,1 jusqu’a trouver les deux premiers nombres dont les images sont de signes
contraires.

10
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x |0 01 |02 0,3 04

fe) |1 [-07 [-038 [-005 |03

Ona: f(0,3) X f(0,4) < O0donc0,3<a<04.
Une valeur approchée de a.a 1071 preés est 0,3.
e Meéthode 2 : Méthode de dichotomie

f estune fonction dérivable et monotone sur I’intervalle [a; b] tel quef (a)et f(b) sont de signes
contraires. Il existe a élément de [a; b] tel quef (a) = 0. Il s’agit de trouver un encadrement de
a d’amplitude réduite . On procéde comme suit :

a+b

v Oncalcule : f(a)et f(T)
v Sif(a)et f(azib) sont de signes contraires alors a € [a, %]

Si f(a)et f(a;r—b) sont de méme signe alors a € [QTH’; b]

v On répete le méme processus dans le nouvel intervalle trouvé auquel appartient a jusqu’a

trouver un intervalle d’amplitude demandé.
v

Appliguée a notre exercice, cette méthode donne ce qui suit :

v f(0) =—-1et f(0,5) = 0,75, donc f(0)et f(0,5) sont de signe contraires, par
consequent a € [ 0; 0,5]

v f(0) =—1et f(0,25) = —0.22, donc f(0) et f(0,25) sont de méme signe, par
conséquent a € [ 0,25;0,5]

v f(0,25) = —0.22 et f(0,375) = 0,23 donc £ (0,25) et £(0,375) sont de signes
contraires par conséquent a € [ 0,25;0,375]

v' f(0,25) = —0.22 et £(0,3125) = —0.0014 donc £(0,25) et f(0,3125) sont de méme
signe, par conséquent a € [ 0,3125;0,375]
En finalement a I’ordre 1 on conclue que a € [ 0,3 ; 0,4] d’ou une valeur approchée de o
a10~! preésest0,3.

6. Fonction racine n®™, fonction puissance d’exposant rationnel
6.1-Fonction racine ni¢me
Définition
Soit n un nombre entier naturel tel que n > 2.
La fonction racine n'*™ est la bijection réciproque de la fonction

11
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Fo10; ool = [0; +oof

x— x"
1

La racine n'®™ d’un nombre réel positif ou nul x est notée Vx ou xn.

Conséquences :
{x € IR* {y € IR*
y="x "
1
Vx € IRY, (T{/E) = x ou (xn)" = x et Vx™ = x.
Exemples

x€IRT,x3=5ox=35; xelR",x?=7T=x=7=V7 .
V16 =2: Y1205 =120.

6.2-Puissance d’exposant rationnel d’un nombre réel strictement positif

Définition

Soit p un nombre entier relatif non nul et g un nombre entier naturel tel que g > 2.

1

Pour tout nombre réel a strictement positif, on pose : ag = (a0)? = (Va)? = VaP
Exemple
Propriétés

Pour tous nombres rationnels r et ¥’ non nuls et pour tous nombres réels strictement positifs

aetbhona:

1 a” 1
! ! !
Ma xa" =a*" Bm—=a" B—=a"" = -
ar ar aT‘—T‘
r r
H N — ATT! Ba xXb = b)) .a__ﬁ
@) =a a” X b" = (ab) =3

Exercice de fixation
1. Soit a un nombre réel strictement positif. Mettre sous la forme a*ou a est un nombre rationnel,

3
les nombres réels suivants : /\/\/E;\/% Yaxia.
10
2. Justifie que : X2 = 2y7 |

3. Justifie que pour tous nombres réels a et b strictement positifs : 3\/ ash X \/3\/ab5 = ab.

Solution

12
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3 3 23
0 o1 B4 153

= 2+
4><1\0/§:22X210_2 10 :2105:252252214%:2\/5'

/256 8 % 2%% 2%
25

2. Ona:

L 1
N (O R

1111 11 11
BX=X—4=X=  =Xx=+b5x=x=
=a 233 2b2 3 32

6 6
=afhs =ab

C.SITUATIONS COMPLEXES

Situation 1

Des eleves de terminale étudient le refroidissement d’un objet porté a 210°C. L’étude du phénoméne
thermique conduit a f(t) = % + 10 ou f (t) désigne la température de I’objet en degrés Celsius
(°C) a I’instant t (t est exprimé en minutes).

Les ¢éleves effectuent un controle de la température de 1’objet aprés chaque minute ( le premier
controle ayant lieu a I’instant t = 1). lIs n’arrivent pas a déterminer la température de 1’objet aprés
une trés longue période de refroidissement.

En utilisant tes connaissances, détermine cette température.

Solution

Dans cet exercice, les eleves cherchent a déterminer la température apres une longue période de
refroidissement.

Pour déterminer la température de ce corps apres une longue période de refroidissement

- Jutilise les limites de fonction.

- Je calcule la limite de la fonction donnée en +oo

- Jinterpréete le résultat trouvé.

La température de 1’objet en degrés Celsius (°C) a I’instant t est f(t) = ¥ + 10

. s 200 _
Am (F®) = Jim (5 +10) =10,

La température de ce corps apres une longue période de refroidissement est de 10°C.

Situation 2

Les éléves du club photo de ton établissement s'exercent a la photographie. lls savent qu'en
photographie, la profondeur de champ correspond a la zone de I'espace dans laquelle doit se trouver
le sujet a photographier pour en obtenir une image que I'eeil considérera nette.

Ils savent également qu’en optique, pour que la netteté s'étende d’une distance a a une distance r,
la mise au point doit étre faite a la distance P moyenne harmonique des distances a et r

(les distances sont exprimees en metres)

Les éléves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a I’infini ». lIs te sollicitent a cet effet.

En t’appuyant sur tes connaissances, détermine la distance de mise au point a choisir.

13
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Solution
Dans cet exercice, les éléves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a 1’infini ».

Pour déterminer la distance de mise au point a choisir

- Jexprime P en fonctionde a et r.
- J’utilise les limites de fonction.
- Je calcule la limite de la fonction correspondante en +oo

Jinterprete le résultat trouvé.
2ar

. . 2 1 1 T
P est la moyenne harmonique des distances a et r donc =+ c’est-a-dire P = —-

Pour que la netteté s'étende de «5m a I’infini », la mise au point doit étre faite a la distance : P =

10
== pour x tendant vers +oo.

5+x

. . 10 x

lim P = lim (—)=10
x—+0o x—+00 \ 5+x '

La distance de mise au point a choisir pour que la netteté s'étende de «5m a I’infini » est de 10
metres.

D. EXERCICES RESOLUS

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O,1,J).

Exercice 1
La fonction f est continue sur ]-o0;0[ et sur ]0; +oo[ et a pour tableau de variation le tableau

suivant :

x —00 -2 0 +o00
f(x) +
f(x)
-2

En utilisant ce tableau, donner les limites suivantes :

i (-245) 5 tm s iy () imy (5)
m - +; ’ x—gﬂof(x)'xl;%lf X 'x—}-lr-rtlnf x2+x/

X——00

SOLUTION
14
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Ona:

. 1 . . 1
> lim (-2+3)=-2et lim f(x) = =5 donc_lim f (-2+3) =5
> lim (x?) = 4+ et liin f(x) =1donc lim f(x?) = 1.
. -1 . . -1
> g () = o et lim G0 = -2 done Jinf () = 2.
> >
. 2x—1 . 2X 2 . . 2x—1
> Jdim (55 = lim (%) = lim (2) = 0et limf () = +eodonc lim f(577) =
>
o0,
Exercice 2
A/ g 5
Calcule les limites suivantes lim ( x2+1) et lim (L(x))
X——00 X xX—+00 X
SOLUTION
Calculons lim ( x2+1)
X—>—00 X
ey ,x2(1+i |x| , 14>
lim (ﬁ) = lim [E—2 ) = = lim N
X——00 X X——00 X x—> oo X—>—00 X

lim (— 1+ %)
X—>—00 X

=-1.

s 5
Calculons lim (L(x))

X—+00 X

On rappelleque VT € R,—1 < sin(T) < 1.En particulier Vx € R, —1 < sin(x°) <
1.

— 3 5 _ ) 5
Pourx >0, =% < ) o 1 o iy (l)= lim (_1)=0donc lim (_Sm(x >)=
X X X XxX—+400 \X X—+o00 X X—+o00 X
0.
Exercice 3

Soit la fonction k définie sur R par k(x) = E(x) + (x — E(x))? ol E (x) désigne la
partie entiere du nombre réel x .
1. Soit n un entier relatif.
Justifie que la fonction k est continue en n.
2. Justifie que la fonction k est continue sur R.
Solution
La fonction k est définie sur R par k(x) = E(x) + (x — E(x))? ol E(x) désigne la partie
entiere du nombre réel x .
1. n étant un entier relatif, k(n) = EMm)+ m—E(M))?=n—-0=n.
Calculons la limite de k a gauche en n.
Pour n—1<x<n,E(x)=n-—1donc k(x) =n—1+ (x —n+ 1)=%

15
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limk(x)=n—-1+Mn-n+1)*=n
<
Calculons la limite de k & droite en n.
Pour n<x<n+1,E()=ndonc k(x) =n+ (x —n)2
limk(x) =n+®m-n)?*=n.

>
Ona: lim k(x) = lim k(x) = k(n) , donc la fonction k est continue en n.
< >
Exercice 4

On considere la fonction f de IR vers IR définie par :f (x) = Vx2+x+1 —x.
1. Calcule la limite de f en + oo puis interpréte graphiquement le résultat.

2. Démontre que la droite (D) d’équationy = —2x — % est asymptote a la courbe
représentative (Cr) de fen - co.
3. Etudie la position de (C) par rapport a (D).

Solution
. . . (Vx24+x+1 =) (VX2 +x+1+x)
1. lim f(x) = lim x2+x+1 —x)= lim =
Jim f() = lim (V )= [lim Virraiex
. x%24x41 —x2
lim ———
x—+00 Vx2+x+1+x
1 1
. x+1 . x(1+2) . x(1+3)
= lim —= lim += lim X
xXotoo fx2(1+;+x—2) S R P /1+;+x—2 +x  X7F® x< /1+§+xl—2 +1>
1
. 1+ 1
= lim —&&27—— =

xX—+00 \/@ +1 2
Interprétation graphique : la droite d’équation y = %est asymptote horizontale a la
représentation graphique (Cr) def en + oo,
2. Démontrons que la droite (D) d’équationy = —2x — % est asymptote a la courbe
représentative (Cr) de fen - oo.
xli{r;o(f(x)+2x+§) =x§g(m+x+§) =

lim (Vx24+x+1 —x) (VX2 +x+1+x) n 1
X——00 Vx2Z4x+1—x 2
. xZ+x+1-x2 1 . x(l"'l) 1 . 142 1
= lim Z=——=—+-= lim = +5= lim ——+ =
x——o00 VX“+x+1-x xX——00 x(_ ,1+§+xiz_1> xX——00 _ 1+;+x_2_1
1 1
=—=+==0.
2 2
. , . 1 N . .
Donc la droite (D) d’équationy = —2x — 3 est asymptote a la courbe représentative

(Cr) defen - oo,

3. Etudions la position de (Cr) par rapport a (D).
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f(x) =Vx2 + x + 1 etune équation de (D) est y = —Zx—%.
Vx€ R,(x+%)2+z > (x+%)2 doncvx e€R,Vx2+x+1> |x+%| c’est-a-dire :
VxE]R{,m>x+§ et Vx2+x+1> —2x—%.
ParsuiteVx € R, f(x) > —2x —% donc (Cy) est au-dessus de la droite (D).

Exercice 5

Partie A . g est la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 - 3x? — 1.

1. Calcule les limites de g en -co et en +oo.

2. Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.

3. Démontre que I’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique e etque 1,6 < a <
1,7. 4. Démontre que : Vx € |—oo; [, g(x) <0 et Vx € |a;+oo[,g(x) >0

1:;3 . On note (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;1 ;J). L unité graphique est 2 cm.
1. Calcule les limites de f en -1 et en +oco puis interpréter graphiquement les résultats.

2.a) Démontreque:Vx €] —1; +oo [, f'(x) = %.

b) Etudie les variations de f et dresser son tableau de variation.

c¢) Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

d) Etudie la position de (C) par rapport a (T).

3. Trace (T) et (C).

Partie B. f est la fonction définie sur ]—1;+oo [ par: f(x) =

Solution
Partie A Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 — 3x% — 1.

3 =

1. Lim g(x)= lim(2x3—-3x2-1)= lim2x3 = —oco.
X——00 X——00 X——00
Limg(x)=  lim (2x3 —3x%2 - 1)= lim 2x3 = +oo.
xX—+00 X—+00 X—>+00

2. g est dérivable sur IR. Vx € IR, g'(x) = 6x? — 6x.

gx)=0ex =0oux = 1.

Vx €] —o0; 0[U]Ll;+0[,g'(x) >0

Vx €]0;1[,g'(x) <0

Onen déduitque : g est strictement croissante sur ] -0 ; 0] etsur [1,+0 [, g est
strictement décroissante sur [0;1]

Tableau de variation de g.
X -00 0 1 +o0
g (x) + 0 -0 +

17
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+-00

g(x)

4. - Lafonction g est dérivable sur] - ; 1], et g’ s’annule en 0.
Par ailleurs, pour tout x € |—o0; 0[, g'(x) > 0 et pour tout x € 10;1[, g'(x) <0
Par suite g(0) est le maximum de g sur ] - ; 1].
D’ou:Vx €]-0;1], g(x) < g(0) et comme g(0) < 0, finalement,vx €] -« ;1],
glx) < 0. - La fonction
g est continue et strictement croissante sur [1 ;+oo/ ; g([1,+x[) = [-2;+x/,
Or 0 € [-2,+x/, donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1,+x/.
On conclut : [’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique «a.
1,6 et 1,7 appartiennent a [1,+x[ ; g(1,6) = -0,49 et g(1,7) =0,16 ;
g(1,6)x g(1,7) <0donc 1,6 <a< 1,7.

4. Il a été démontré a la question 3) que Vx € ] -« ;1], g(x) < 0.

- La fonction g est continue et strictement croissante sur [1; a [ et sur ] a ;+oo/, d’ou :
gL, a[) = [-2;0[etg(] a;+0oo[) =]0; +oo[ donc :

Vx€ [L; a[,g(x) < Oet Vx €] a,;+x/, g(x) > 0.

On conclut :

Vx €]-wa,(x) < OVx €] a;tx/, g(x) > 0

Partie B

1. Limiteen —1:

1—x 1
1+ x3 1+ x

Pour tout x > —1, flx) = z(1—-x)

pour x > —1,ona x3 > —1,so0it x3+1 >0 ,par suite lim = +00
e 1+ x3
et comme xlirzll(l —x) =2 alors xl_i)rzllf(x) = 400
>

Donc la droite d’équation x = —1 est asymptote a (C).
* Limite en +oo

. . _ , 1-x N . —1 —
Ona: xi‘l’iof(x) = x£l471>lo e xilf}o = = xilﬁ)lo = 0

La droite d’équation y = 0 est asymptote a (Cf) en +co.
2.a) f est dérivable sur] —1; +o /,
. . _ —(1+x%)-3x2(1-x) _ —1-x3-3x2 +3x3 _ 2x3-3x2-1 _ g(x)
vx €] -1 toof fix) = (1+x3)2 - (1+x3)2 T @+x3)?2 T (1+x3)2

b) Vx €] —1; +oo /,(1 + x3)2 > 0 donc le signe de f’(x) est celui de g(x) déterminé a la fin de
18
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la partie A, par suite :

Vx€e€l-1; af,f'(x) <0 ; Vx€la; +of,f'(x) >0 et f'(a) = 0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur ] -1;a] et strictement croissante sur [« ,+oo/.
Tableau de variation de f,

X a +00
fx) - 0 +
f(x) +o0 0

AN

\ f(a) /

¢) Une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est .
y = f(0)(x—0)+ f(0)
f(0)=-1; f(0) = 1.

Ainsi une équation de la tangente (T) est: y = —x + 1.
x2—x  x(x—1)
d)Pourtout x > —1,f(x)- (—x +1) = =

1+x3 1+ x3

Vx €] -1, +o [,1 + x> 0 donc le signe de f(x) — (—x + 1) est celui de x(x — 1).
fx)—(—x +1)=0&ex = 0oux = 1.

Vx €] —1;0[U]L; 4o [ f(x)—(—x +1)>0et Vx €]0;1[, f(x)—(—x +1) <0
On en déduit que :

(C) est au-dessus de (T) sur]-1; 0[ U J1,+x /,

(C) est au-dessous de (T) sur O ;1[

(C) et (T) se coupent aux points d’abscisses 0 et 1.

3. Repreésentation graphique de (T) et (C).

! 3

y
24
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E. EXERCICES

| - EXERCICES DE FIXATION

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O,L,J).
Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction de IR vers IR. Détermine les limites de f aux
bornes de son ensemble de définition.

) fO) = T ) f() =V Fx =2 +x—1;
¢) f(x)=V2xZ+1-x+3; df(x) =VxZ+1-Vx + 2;

&) f(x) = |2 f) f(x) = xcos (=) ;

0) ) = L h) F@)=V2xZ+1-x+3.
Exercice 2

Soit £ la fonction définie sur [0 ;+oof par : f(x) = V4x2 +x et (C;) sa courbe représentative
dans le repére (O,1,J).

Démontre que la droite d'equation y

1
=2x— est uneasymptote obliquea (C;)en + o

Exercice 3

Soit g eth les fonctions définies sur O ;+oo[ par : g(x) = 2x% — % et h(x) = 22

\/} ’

courbes représentatives sont données ci - dessous :

T e (eg) Y

S

| DUUUN SUUEN BUUON GOSN SUPRN SUURN

T

s

Calcule xl}-lr-noog(x) et xl}-l;-réo "

heo)

X—>+o00 X

puis lim h(x) et lim
X—>+00

Interprete graphiquement les résultats

Exercice 4
On considere les fonctions f et g de IR vers IR définies par :

flx) = 2";; et g(x) =VxZ +1-3x%.
On note (Cy) et (Cy) les courbes représentatives de f et g.
1. Démontre que (Cr) admet en + oo une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.

20
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2. Calcule les limites de g(x) et de @ lorsque x tend vers —oo et interpréte graphiquement les
résultats.

Exercice 5
Etudie la nature de la branche parabolique a la courbe représentative ( Cr) de f en+co dans chacun
des cas suivants

a) f(x) = ey b) f(x) = -Vx+1

c) f(x) = 2x* = 3Vx; d) f(x) = \/x3+8.

Exercice 6

Etudie la limite de f en a dans chacun des cas suivants

a)f()—smzx'a=0; b)f()_tanx_ a=0;
COSx T 51n2x .

Of@=TF e =3 d) f) =5, a=0;

aﬂm—lw%a=u

Exercice 7

f est une fonction de IR vers IR. Dans chacun des cas suivants, démontre que f admeten a un
prolongement par continuité et définis ce prolongement.

Af(x) = \/— 5 .a=9; b)f(x) = sinx )

a =0 Of) = @

Il - EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 8
Soit P la fonction définie et dérivable sur IR dont le tableau de variation est le suivant :

x -00 -2 2 +00
P’(x) -0 +
P(x)

1. Détermine le nombre de solutions de I’ equation :x € IR, P(x) = 0. Justifie.
2. La courbe représentative (C) de P présente-t-elle des asymptotes horizontales ou verticales ?

Exercice 9
1. Démontre que I’équation : x € IR, x* —x? + 1 = 3 admet une solution unique a dans
11;2[ .
Donne une valeur approchée de a a 10 prés.
2. Démontre que 1’équation cosx = x admet une unique solution a dans ]0;1[.
Donne une valeur approchée de a a 10%prés.

111 - EXERCICES D’ PAPPROFONDISSEMENT
Exercice 10
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3
Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) =- x? +x2+3 et (Cr) sa representation graphique
dans un repére orthonormé.

b) Etudie les variations de f et dresser son tableau de variation.
2. a) Démontre que I’équation : x € IR, f(x) = 0 admet une solution unique e etque 3 < a <
4, b) Donne une valeur approchée de a a 10! pres.
3. Trace (Cy).

Exercice 11
Soit f:] - ;-%[ - ]%;—i—oo[
x—3
X
2x+1

(Cr) sa representation graphique dans un repere orthonormé.

1. Démontre que f est une bijection et détermine sa bijection réciproque f 1.
2. Trace la représentation graphique de f, puis déduis en celle de f 1.

Exercice 12

Partie A

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = x3 + 2x — 2.

1. a) Démontre que 1’équation : x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) démontre : 0,77 < a < 0,78.

2. Démontre que :
Vx€e]-o;al, glx)<O0 ,
Vx€]a;+o[g(x) >0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur ] -o0; 0 [U] O;+oo [ par :f(x) = x — ;2? + xiz
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,1,J). Unité : 2 cm.
1. Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2.a) Démontre que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C).
b) Etudie la position de (C) par rapport a(D).
3.a) Démontre que :

) _9x)
vV x €IR*, f'(x) =25
b) Dresse son tableau de variation.

c¢) Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1.
4. Trace (T), (D) et (C).

Exercice 13

3 2
On considere la fonction f définie sur R\{-1 ;1} par f(x) = xx:f’lc , de courbe représentative
(Cy).

1. Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = x3 - 3x - 4.
a)Etudie le sens de variation de g et

et calcule ses limites en + « et en - .

b) Montre que I’équation g(x) = 0 admetsur R
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une unique solution notée a.
c) Donne un encadrement de o d’amplitude 0,1.
d) Déduis en le signe de g(x) selon les valeurs de x.
2. a)Détermine les limites de f en + o eten - oo,
b) Détermine les limites de f a gauche et a droite en -1 eten 1.
Interprete graphiquement les résultats obtenus
c)Montre que pour tout x €IR\{-1;1},
oy xg(x)

f (x) - (xz _ 1)2
d) Deéduis en les variations de f et dresser son tableau de variation.
3.a)Détermine les nombres reels a, b, c et d tels que pour tout x €R\{-1 ;1},
f(x)=ax+b+ ;’;Jj
b) Déduis en que (Cr ) admet une asymptote oblique (D) d’équation y = x + 2.
¢) Etudie la position relative de (Cy ) et (D).
d) Montre que les abscisses des points B et B’ ou (Cr) admet une tangente parallele a (D) sont -
2++/3 et -2-4/3
4.Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 2.
5. Détermine les points d’intersection de (Cy ) avec la droite (Ol).
6. Trace (Cy ) et latangente (T ).
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Terminale D

COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE

Mathématiques

THEME : MODELISATION D°’UN PHENOMENE ALEATOIRE
Durée : 18 heures Code :

Lécon 2 : PROBABILITE CONDITIONNELLEET
VARIABLE ALEATOIRE

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pour I’organisation de la kermesse de leur Lycée, les éléves d’une classe de terminale proposent le jeu
suivant a un stand :

« Une urne contient trois boules rouges numérotées 100, 200 et 300 et deux boules noires numérotées
2 et 5, toutes indiscernables au toucher ».

Les regles du jeu sont les suivantes :

Le joueur mise x francs CFA et tire successivement avec remise deux boules de ’'urne. Si les deux
boules tirées sont de méme couleur, la partie est perdue et il perd sa mise. Sinon, le joueur remporte le
montant en francs CFA égal au produit des numéros apparus sur les boules tirées.

On appelle gain algébrique du joueur la différence entre ce qu’il obtient a 1’issue du jeu et sa mise. Le
joueur est perdant si son gain algébrique est négatif.

Pour ne pas étre perdant, ces éléves souhaitent déterminer la mise minimale du joueur pour que le jeu
leur soit avantageux. Ensemble, ils s’organisent pour trouver cette mise.

B.CONTENU DE LA LECON

I. Probabilités conditionnelles

1. Définition
Soit B un événement d’un univers Q tel que P(B) # 0.
On appelle probabilité conditionnelle sachant que B est réalisé, 1’application Pg qui a tout

événement A de Q associe le nombre réel %.
Le nombre réel PI(:;?) est noté Ps(A) ou P (A/B) et se lit probabilité de A sachant que B est réalisé ou

simplement probabilité de A sachant B ou encore probabilite de A si B.
P(ANB)

Ainsiona: P (A/B) = Pg(A) )
Exercice de fixation
E et F sont deux événements tels que : p(E):i ; p(F):% et p(En F):E

Calcule pg(F) et pr(E)

Solution
Ona:
_DP(ENF) _ 4 _P(ENF) _ 8
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2. Consequence de la definition

Soit A et B deux événements d’un univers Q tels que : P(A) #0 et P(B) #0
P(A N B)=P(A) xPa(B)
P(ANB)=P(B) x Ps(A)

Exercice de fixation
| et F sont deux événements tels que : p(F)= 0,75 et pp(I) = 0,45 .
Calcule p(F n1I).

Solution

Ona: P(FNnI)= Pg(I) x p(F)
= 0,45%0,75
= 0,3375

3. Evénements indépendants

Dans la suite de la lecon, A et B sont des événements d’un méme univers

a. Définition

Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

Deux évenements A et B de Q sont indépendants lorsque : P (A N B) =P(A) x P(B)

b. Conséquence de la définition
Soit A et B deux événements d’un univers Q tels que A et B soient de probabilités non nulles
A et B sont indépendants si et seulement si Pg (A) = P(A) ou Pa (B) = P(B)

Interprétation

Les évenements A et B sont indépendants lorsque la réalisation de 1’un n’influence pas la réalisation de
’autre.

c. Propriétés

Si A et B sont deux événements indépendants alors :

A et B sont indépendants ;

A et B sont indépendants ;

A et B sont indépendants.

Remarque :
Ne pas confondre événements incompatibles et événements indépendants.
Deux événements incompatibles de probabilités non nulles ne peuvent pas étre indépendants.

Exercice de fixation
On lance une piéce de monnaie parfaitement équilibrée. Soit A 1’événement « obtenir Face au premier lancer »
et B I’événement « obtenir Face au second lancer ».

Justifie que A et B sont deux évenements indépendants.

SOLUTION
L’univers Q = {(P, P) ;(P ;F) ;(F ;P) ;(F ;F)}.
CardQ=22%=4

A={(F; P);(F, B}, B={(P; F);(F; B)}; AnB ={(F; F)}.
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P(A)===- ;P(B)===2,P(AnB) =+ et P(A) x P(B) =

N | =

X

N |-
Il
i

P(ANB) = P(A) x P(B), donc A et B sont deux événements indépendants.

4. Formule des probabilités totales

a) Partition d’un ensemble

Définition

Soit Q un ensemble non vide et B;, B,,...,B,, des parties de Q tel que n est un entier naturel supérieur
ou égal a 2.

B, B,,...,B,, forment une partition de 1’ ensemble Q signifie que B, B,....,B, sont deux a deux
disjointset B; U B, U...UB, = Q

Exercice de fixation

Soit ’ensemble A tel que : A ={1;2;3;4;5;6;7;8}

Justifie que les ensembles B, C, D et E ci-dessous forment une partition de I’ensemble A.
B={1;2},C={3;4;5},D={6;7} et E={8}.

Solution
BhC=0,BnD=0,BNE=0,CNnD=0,CNnE=0,DNnE=0¢et BUC UDUE =A.
Donc B, C, D et E forment une partition de I’ensemble A.

b) Formule des probabilités totales

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

B, B,,...,B,, forment une partition d’un univers Q telle que la probabilité de chaque événement
Bi(1 < i < n)soit non nulle.

- Pour tout évenement Ade Q, P(A) = P(ANB;) + -+ P(AN B,).

- Pour tout i (1 < i <n), P(AN B;) = Py,(4) X P(B))

) Arbre de probabilités ou arbre pondéré

Un arbre de probabilités (ou arbre pondéré) est un schéma permettant de résumer une expérience
aléatoire connaissant des probabilités conditionnelles.

En voici une présentation :

Evénements (correspondant
au chemin parcouru)

1% niveau 2eme niveau

”//jiﬁL/l

=] —_—

B ——» AnNBE

A

P(A)

- Pz (B)
P(A) /,’/

Exercice de fixation

Un magasin propose des réductions sur les deux marques d’ordinateurs qu’il distribue. La marque A
représente 64 % des ordinateurs vendus et la marque N, 36 % .

30 % des ordinateurs de la marque A et 60 % de la marque N sont soldeés.

On désigne par : A I’éveénement « obtenir un ordinateur de marque A », N 1’événement « obtenir un
ordinateur de marque N » et S I’événement « obtenir un ordinateur soldé ».

Page 3 sur 13

CamScanmer


https://fr.wikipedia.org/wiki/Probabilit%C3%A9_conditionnelle

Construis un arbre pondéré décrivant la situation.

Solution

I1-Variable aléatoire

Dans toute la suite, © est un univers fini.

1 . Définitions

On considere une expérience aléatoire d’univers Q.

m On appelle variable aléatoire, toute application X de Q dans IR.

m Soit X une variable aléatoire qui, a chaque éventualité e; de €, associe un nombre réel x; .
L’ensemble {x; ; x,;...; x,} se note X (Q) et s’appelle I’ensemble des valeurs prises par X ou
I’univers image de Q par X.

m Soit P une probabilité sur Q.

La loi de probabilité de X est I’application qui, a toute valeur x;, prise par X, associe P(X = x;) ou
(X = x;) est I’ensemble {w € Q, X(w) = x;}.

NB : Il est commode de représenter une loi de probabilité par un tableau du type :

X; X1 | X Xp

PX=x) |p1| p 2

Dans ce tableau les éléments x; sont rangés dans 1’ordre croissant.
Remarque: p; +p, +--+p, = 1.

Exercice de fixation

Une urne contient six boules indiscernables au toucher dont deux sont blanches et quatre sont rouges.
On tire simultanément trois boules de 1’urne et on note X la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches tirées.

1) Détermine les valeurs prises par la variable aléatoire X.

2) Etablis la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Solution

Soit Q I'univers associé.

1) Dans ce tirage simultané de trois boules nous pouvons avoir soit aucune boule blanche, soit une
boule blanche, soit deux boules blanches. Donc les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0;1
ou 2. Ainsi X (@) ={0; 1; 2}

2) L’univers Q est I’ensemble de tous les tirages simultanés de trois boules parmi six ;

donc Card(Q2) = Cz= 20.
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* (X =0) correspond au tirage de trois boules rouges donc p(X =0) = %: % %

* (X =1) correspond au tirage d’une boule blanche et de deux boules rouges donc

POx=1)= 78 = 2= 2

«(X=2) corgeseond au tirage de deux boules blanches et d’une boule rouge donc
c2xc} 4 1

P(X:Z):—:—: -
20 20 5
Nous avons le tableau suivant :
X; 0 1 2
P =x) L 3 L
5 5 5

2. Espérance mathématique, variance et écart type.

Définitions

Soit X une variable aléatoire prenant n valeurs x; ; x5 ; ...; X, avec les probabilités respectives
P15 P2+’ Pn- )

m On appelle espérance mathématique ou moyenne de X le nombre réel noté E(X) tel que :
E(X) =Xis1 xipi = X101 + Xop2 + -+ + Xy Pp.

m On appelle variance de X le nombre réel positif noté V(X) tel que :

V(X) =21 (e — EG))?p; = (4 — E(X))?p1 + (2 — EX))?p2 + -+ + (6 — E(X))*pa

m On appelle écart type de X le nombre réel noté o (X) tel que : a(X) =/V(X) .

Remarque
La variance d’une variable aléatoire X peut étre donnée par :

V(X) = E(X?) - [E)]? = %11 + %2202 + -+ + %% py — [E(X)]?
Interprétation de I’espérance mathématique en termes de jeu :

Soit E(X) I’espérance mathématique d’une variable aléatoire X désignant le gain algébrique
(différence entre la somme percue et la mise).

E(X) est le gain moyen d’un joueur.

sLorsqueE (X) > 0, le jeu est avantageux pour le joueur.

sLorsqueE (X) < 0, le jeu est désavantageux pour le joueur.

sLorsqueE(X) = 0, le jeu est équitable.

Exercice de fixation
La loi de probabilité d’une variable aléatoire X est donnée par le tableau ci-dessous.

X; -1000 | 100 | 300 |600

1 3 3 1

P(X = x; Z Z z =
( i) 8 8 8 8

Calcule I’espérance mathématique et 1’écart type de la variable X.

Solution
CE(X) = (-1000)(%) + 1oo(§)+ 300(3)+ 600(%): 100

3. Schéma de Bernoulli
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a. Définitions
mUne épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ne conduisant qu’a deux éventualités
exclusives : I’'une est appelée succes notée S et I’autre échec notée S.

mUn schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois de suite
(n = 2) de fagons indépendantes une méme épreuve de Bernoulli.

La probabilité p de succes est appelée paramétre de I’épreuve de Bernoulli.
La probabilité p de succes et n sont appelés parametres du schéma de Bernoulli.
Remarque

Lorsqu’on a une épreuve de Bernoulli, si on note p la probabilité du succes, alors celle de 1I’échec est
1-p.

Exercice de fixation

On lance une fois un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

On s’intéresse a 1’apparition du chiffre 6 sur la face supérieure.

Justifie qu’on a une épreuve de Bernoulli dont tu préciseras la probabilité de succes.

Solution
Le lancer de ce dé cubique conduit a deux éventualités exclusives : « obtenir 6 » avec une probabilité

de % et « ne pas obtenir 6 » avec une probabilité de %

, . CreLs 1
On a une épreuve de Bernoulli de probabilité de succes -

b. Propriété

Soit un schéma de Bernoulli & n épreuve et p la probabilité du succeés (celle de 1’échec est 1-p).
La probabilité d’obtenir exactement k SUCCES au cours des n épreuves est :

Ckp*(1—p)** o0 0<k <n.

Exercice de fixation

On lance 5 fois de suite un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées del a 6 et on note
apres chaque lancer, le chiffre apparu sur la face supérieure.

Calcule la probabilité d’obtenir exactement 4 fois le chiffre 2.

Solution
Considérons I’épreuve de Bernoulli qui consiste a lancer le dé et a s’intéresser au chiffre 2.

Le succes S « Obtenir 2 » a pour probabilité P(S) = %

L’¢épreuve étant répétée S fois de suite et de fagon indépendante, on a un schéma de Bernoulli.
L’événement« Obtenir exactement 4 fois le chiffre 2 au cours des 5 lancers » a pour

4 1
probabilité :C2 (%) (1 - %) = %
4. Loi binomiale
a. Définition
Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves identiques, p la probabilité du succes et X la variable
aléatoire désignant le nombre k (0 < k < n) de succes au cours des n épreuves.
La loi de probabilité de X est définie par : P(X = k) = Ckp*(1 — p)**
Cette loi de probabilité est appelée loi binomiale de paramétres n et p.
Elle est notée B(n;p).
b. Propriété

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n et p.
L’espérance mathématique E(X) et la variance V(X) de X sont données par les formules :
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E(X) = np et V(X) = np(1-p)

Exercice de fixation
Sur une route, un carrefour est muni d’un feu tricolore A. On admet que la probabilité pour que le feu

A soit vert est % .

Un automobiliste passe 5 fois a ce carrefour muni du feu A.

Soit X la variable aléatoire désignant le nombre de fois ou I’automobiliste rencontre le feu vert.
1) Calcule la probabilité pour que I’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert.

2.a) Calcule I’espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire X.

b.)Donne I’arrondi d’ordre zéro de 1’espérance mathématique de X et interprete ce résultat.

Solution
1) Lorsque 1’automobiliste se présente au carrefour A, on s’intéresse a deux résultats : S « il rencontre

le feu vert » et S « il ne rencontre pas le feu vert ». Cette expérience est une épreuve de Bernoulli. On a
P(S) ==,

L’épreuve étant répétée 5 fois de suite et de facon indépendante, la variable aléatoire X suit une loi
binomiale de paramétres netptelsque:n =5etp = &

e
La probabilité pour que I’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert est :
Px=3=c3(2) () =2 ~ 026

5\4) \4 1024 e
2.a) Ici, il est préférable d’utiliser les formules E(X) = np et V(X) = np(1 — p) lorsque X suit une loi
binomiale de paramétresn et p. Ainsi, E(X) = 5 X % = 14—5 et V(X) =5 X % X i = 1—?

b.)E(X) = 4 . L’automobiliste rencontre en moyenne 4 feux verts en passant 5 fois au carrefour muni
du feu A.

2.5 Fonction de répartition

Définition

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers Q et P une probabilité sur Q.

La fonction de répartition de X est I’application F de R dans[0; 1] définie par : F(x) = P(X< x).

Exercice de fixation
Détermine et représente graphiquement la fonction de répartition F de la variable aléatoire X dont la
loi de probabilité est donnée ci-dessous.

X; -1000 | 100 | 300 | 600
Px=x) | L [3 31
8 8 8 8

Solution

e Détermination de F.

La fonction de répartition F de X est définie sur R par :
Pour tout x € |]—o0; —1000[, F(x) = 0

Pour tout x € [~1000; 100[, F(x) = =
Pour tout x € [100; 300[, F(x) = =+ ==
Pour tout x € [300; 600[, F(x) = >+ =1
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+

Pour tout x € [600; +oof, F(x) =

ool RN
@l
I
Uy

* Représentation graphique de F.

~1400-1200-1000-800:-600:-400:-200; 0| @ 200 400 600 800 100012001400’ x

Remarque
La fonction de répartition est une fonction définie par intervalles.
La fonction de répartition est une fonction en escalier, croissante.

C. SITUATION COMPLEXE

Lors de la féte de fin d’année, une enquéte faite par le conseil scolaire d’un lycée, auprés d’un
échantillon d’éléves de terminales C et D révele que :

o 25% des éleves aiment jouer au damier sachant qu’ils sont de la terminale C.

e Un tiers des ¢leves aiment jouer au damier sachant qu’ils sont de la terminale D.

e 3 éleves sur 10 aiment jouer au damier.
Dago, le responsable des jeux et loisirs du conseil scolaire, choisit au hasard un éléve de cet
échantillon et note :
Cependant, Dago ne se souvient plus de la proportion des éléves de la de terminale D qui doit figurer
dans son rapport.
Pour cela, étant éléve de la terminale C, il sollicite ton aide.
A T’aide de tes connaissances mathématiques, aide Dago a retrouver la valeur de p(E).

Solution
v" Pour répondre a la préoccupation de Dago, je vais utiliser les probabilités.
v’ J'utilise les probabilités conditionnelles et la formule des probabilités totales

Modélisation du probléme :

e E I’événement « I’éléve choisi est en classe de terminale D » ;
e R I’événement « I’éléve choisi aime jouer au damier » ;
e P(E) la probabilité de I’événement E.

*Je traduis cette situation par un arbre de probabilités ;

e Az ;
Je détermine p(E). P R

2/3\;

E

Pour ce faire, posons x = P(E)
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On a les probabilités suivantes :

= 1 = 2 25 = 75
P (B)=1-%; Pe(R)= 5 Pe(R)=% ; Pe(R)= 1o €t P(R)= o5
En utilisant la formule des probabilités totales, on a :
P(R)=P(RNE) +P(RNE);comme (R) = % ,
alors > =2x+2> (1-x) d’ou x= 2,

10 3 100 3 5

Donc finalement p(E)= .

Je réponds a la préoccupation de Dago
la proportion des éléves de la de terminale D est 60 %.

D. EXERCICES

Exercices de renforcement

Exercice 1
Un joueur lance successivement trois fois de suite une piéce de monnaie parfaitement équilibrée. 11
gagne 600 francs s’il obtient 3 fois « FACE ». Il gagne 300 francs s’il obtient exactement 2 fois
« FACE » et gagne 100 francs s’il obtient exactement une fois « FACE », mais il perd 1000 francs s’il
n’obtient que des « PILE ». On désigne par X la variable aléatoire représentant en francs le gain du
joueur (un gain est positif ou négatif).
1) Détermine la loi de probabilité de la variable X.
2) Calcule la probabilité de gagner strictement moins de 300 francs.
3) a. Calcule I’espérance mathématique de la variable X.

b. Que représente ce résultat pour le joueur ?

c. Interpréte ce résultat pour le joueur.
4) Calcule le montant que le joueur devrait payer lorsqu’il n’obtient que des « PILE » pour que le jeu
soit équitable.

Solution

1. Les résultats possibles sont : (F;F;F) ; (F;F;P) ; (F;P;F) ; (P;F;F) ; (P;P;F) ; (P;F;P) ; (F;P;P) ;
(P;P;P).

Les differents résultats possibles donnent les gains suivants : -1000 ; 100 ; 300 ; 600.
L’ensemble des valeurs prises par X est :{—1000; 100; 300; 600.}

P(X=-1000) = P({(P; P; P)})= ¢ ; P(X= 100) = P({(P; P;F) ; (P;F;P); (F;PiP)Y) =2 ;
P(X=300) =P ({(F;F;P); (F;P;F); (P;F;F) }):2 ; P(X= 600) = P({(F;; F; )})=-

8

X; -1000 | 100 | 300 |600

1 3 3 1

P(X = x: — — — —
( i) 8 8 8 8

2. Soit A I’événement « Gagner moins de 300F ».
Donc P(A)= P(X= -1000) + P(X= 100)= = += =~ .
3. a. E(X) = (-1000)(3) + 100(%)+ 300(2)+ 6005 )= 100.

b. 100 F représente le gain moyen du joueur.
c. E(X) > 0 donc le jeu est favorable au joueur.
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4. Soit S le montant que le joueur devrait payer s’il n’obtenait que des « PILE » pour que le jeu soit
équitable.
_ 1 3 3 1\_ 1800-S
E(X) = (-8)(3)+ 100(2)+ 300()+ 00(3)= 1222
Le jeu est equitable lorsque E(X) = 0.
E(X)=0 e 22° -0 o S = 1800.

3 =

Le joueur doit payer 1800F lors

Exercice 2

Une urne contient trois boules blanches et cing boules noires, indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément trois boules de 1’'urne. Lorsqu’on tire une boule blanche
, 0N marque un point ; lorsqu’on tire une boule noire, on perd un point. Désignons par X
La variable aléatoire égale au nombre de points marques.

1) Détermine les valeurs prises par X.

2) Etablis la loi de probabilité de X.

Solution
1) Inventaire de toutes les éventualités :
Désignons par B une boule blanche et par N une boule noire.
Les différentes éventualités sont : BBB, BBN, BNN et NNN ; ce qui correspond
respectivement aux points marqués : +3, +1,-1 et -3.
L’ensemble des valeurs prisesest {3; 1;-1;-3}
2) Loi de probabilité de X.

P(x:-3):z—3z =

3 " 56
c2.ct 15
P(X= _1):3c_35 =
Cslxcz 30
P(X=1)= < 2 :g
c 10
P(X:3):c_:3 =§

Exercice 3

Sur un disque, on a enregistré dix morceaux différents. Le temps d’écoute de chacun d’eux est
donné dans le tableau :

Code du morceau AlBlclD E F G H I J
enregistré

Temps d'écoute en | 550 | 500 | 240 | 280 | 260 | 240 | 280 | 200 | 240 | 280
secondes

Un appareil de lecture sélectionne au hasard un des dix morceaux et un seul.

Tous les morceaux ont la méme probabilité d’étre sélectionnés.

1. Calcule la probabilité, pour que chacun des morceaux soit sélectionné a cette lecture.
2.a) Calcule la probabilité de 1’événement E; :

« Le morceau sélectionné a une durée d’écoute de 240 secondes ».

b) Calcule la probabilité de I’événement E :

« Le morceau sélectionné a une durée d’écoute supérieure a 220 secondes ».

3. On note X la variable aléatoire qui, a tout morceau sélectionné, associe le temps d’écoute de ce
morceau.

a) Détermine la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

b) Calcule I’espérance mathématique de X.
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Solution.

1.
On a:
280 14 240 12
PA) =P D) =P(G) =P () =55=15 » PO =PF) =P ) =55 =755
200 10 260 13

PB) =P (H) =555 =15 P (B) = 555 =350

28) P (E;) = P(I)+P(F) +P(C) = 3x— = —

b)P (E;)=1—-[P(B)+P(H)] =1 _% = %

3.a) L’ensemble des valeurs prises par X est : {200 ; 240 ; 260 ; 280}
La loi de probabilité de X :

P(X =200) = = ; P(X = 240) =

b) Esperance mathématique de X.
20 36 13 56 31700 1268
E(X) = ZOOXE+24OXE+26OXE+280XE = s T 5
Exercice 4

P(X = 260) = —;P(X =280) = —

36
125’

A la suite d’un sondage effectué a propos de la construction d’un barrage, on estime que : 65% de la
population concernée est contre la construction du barrage et parmi ces opposants, 70% sont des
écologistes. Parmi les personnes non opposées a la construction, 20% sont des écologistes. On
interroge une personne au hasard.

1) Calcule la probabilité que cette personne interrogée soit opposée a la construction du barrage et soit
écologiste.

2) Calcule la probabilité qu’elle ne soit pas opposee a la construction du barrage et soit écologiste.

3) Déduis-en la probabilité qu’une personne interrogée soit écologiste.

NB : Pour faciliter les réponses aux différentes questions, on pourra noter les événements

Solution
Désignons par E I’événement : « la personne interrogée est écologiste « et par C I’événement : « la
personne interrogée est contre la construction du barrage « .
1) 1l s’agit de calculer P (C N E)
Ona:P(CNE) = P(C)XP:(E) = 0,65 x0,70 = 0,455
2) W s’agitdecalculer P(CNE) = P (C) X Ps(E)= 0,35 x0,20 = 0,07
3) La formule des probabilités totales donne :
P(Ey= P(CNE) + P(CNE) =0,455 +0,07 = 0,525.

Exercices d’approfondissement

Exercice

Mariam, une jeune diplémée sans emploi, a regu un fonds et décide d’ouvrir un restaurant. Aprés un
mois d’activité, elle constate que pour un jour donné :

- La probabilité qu’il y ait une affluence de clients est de 0,6.

- Lorsqu’il y a une affluence de clients, la probabilité qu’elle réalise un bénéfice est de 0,7.

- Lorsqu’il n’y a pas d’affluence de clients, la probabilité qu’elle réalise un bénéfice est de 0,4.

On désigne par A 1’éveénement « il y a affluence de clients » et par B I’événement « Mariam réalise un
beénéfice ».

1) On choisit un jour au hasard.

a) Calcule la probabilité de I’événement E « il y a affluence de clients et Mariam réalise un bénéfice »
b) Démontre que la probabilité¢ P(B) de I’événement B est ¢gale a 0,58.
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¢) Mariam a réalisé un bénéfice. Calcule la probabilité qu’il y ait eu une affluence de clients ce jour-la.
(On donnera le résultat sous forme de fraction irréductible)

2) Mariam veut faire une prévision sur trois jours successifs donnés. On désigne par X le nombre de
fois qu’elle réalise un bénéfice sur les trois jours successifs.

a) Détermine les valeurs prises par X.

b) Détermine la loi de probabilité de X. (On donnera I’arrondi d’ordre 3 des résultats)

c¢) Calcule I’espérance mathématique E(X) de X.

3) Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2. On note P, la probabilité que Mariam réalise
au moins une fois un bénéfice pendant n jours successifs.

a) Justifie que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : Pn = 1- (0,42)"

b) Détermine la valeur minimale de n pour qu’on ait Pn=> 0,9999.

Solution
Etablissons un arbre pondéré

—
—

0,7
A
/ \ 0,3
0,6 \ B

0,4 B
\ 0,4 /
K /
0,6

\
\_

B

1) a. Calcul de P (E)
E « il y a affluence de clients et Mariam réalise un bénéfice »
Ainsi E = AnB. on a donc P(E) = P(ANB) = P(A)xP(B/A)
=0,6x0,7
=0,42
b) Calcul de P(B)
P(B)=P(ANB) + P(A NB)
= P(A)xP(B/A) + P(A)xP(B/A)
=0,6x0,7 + 0,4x0,4
=0,42+0,16
=0,58
¢) On sait que Mariam a réalisé un bénéfice. Calculer la probabilité qu’il y ait eu une affluence de
clients ce jour-1a, revient a calculer la probabilité de I’événement A sachant B.

P(ANB
P(A/B) =22
_ o2

0,58
_ 42

58
_21

29
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2) a. Sur les trois jours Mariam peut ne jamais réaliser un bénéfice donc X prendra la valeur 0.

Sur les trois jours elle ne peut réaliser un bénéfice qu’un seul jour. X prendra la valeur 1,
Sur les trois jours elle peut réaliser un bénéfice sur deux jours, X prendra la valeur 2.

Et enfin sur les trois jours elle peut réaliser un bénéfice tous les jours. X prendra donc la valeur 3.

On adonc X(Q) ={0; 1; 2; 3}.

b). X est une variable qui suit une loi binomiale de paramétres n =3 et P = 0,58.

P(X = 0) = C? x (0,58)° x (1 — 0,58) = 0,074088 = 0,074
P(X = 1) = Cl x (0,58)! x (1 — 0,58)2 = 0,306936 = 0,307
P(X =2) =2 x (0,58)2 x (1 — 0,58)! = 0,423864 = 0,424
P(X =3)=C2 x (0,58)3 x (1 — 0,58)° = 0,195112 = 0,195

P(X=x,) | 0,074 | 0,307 | 0,424 | 0,195

c). Calcul de E(X)
E(X) =nxp =3x0,58=1,74

3) a. Calcul de Pn

Soit I’événement F : « Mariam réalise au moins une fois un bénéfice pendant n jours successifs »,
I’événement contraire de F est I’événement F « Mariam ne réalise aucun bénéfice pendant n jours

successifs ».
OnaP(F)=CJx%(0,58)° x (1-10,58)"
=(1-10,58)"
=(0,42)"
Donc Pn = p(F)
=1-P(F)
=1-(0,42)"
b) Ph=>0,9999 < 1-(0,42)™ > 0,9999
© -(0,42)" = 0,9999-1
< -(0,42)" > -0,0001
< (0,42)" <0,0001
&n xIn(0,42)< In(0,0001)
In(0,0001)
on= .
In(0,42)

Ona @D - 10,61, d’otin = 10,61.
In(0,42)

La valeur minimale de n pour qu’on ait P> 0,9999 est donc 11.
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SECONDAIRE A . .
Tle D COTE D’IVOIRE — ECOLE NUMERIQUE

MATHEMATIQUES

THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Durée : 14 heures Code :

Lecon 3: DERIVABILITE ET ETUDE DE FONCTIONS

A.SITUATION D’APPRENTISSAGE

En visite dans une usine de fabrication et de commercialisation de sachets de poudre de cacao des
¢léves d’une classe de Terminale D recoivent les informations suivantes :

« La capacité journaliére de production de I’usine est comprise entre 1 000 et 5 000 sachets. Toute
la production journaliere est commercialisée. Une étude a révélé que le bénéfice journalier, exprimé
en millions de francs CFA, réalisé pour la production et la vente de x milliers de sachets est

modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par : B(x) = —§x3 + 9x + 2 ».

Le Directeur de 1’usine veut accroitre le bénéfice de I’entreprise. N ayant pas de personnel qualifié,
il demande aux éleves le nombre de sachets a produire en un jour, a I’unité prés, pour que
I’entreprise réalise un bénéfice maximal. D¢s leur retour en classe, les €léves s’organisent pour
répondre a la préoccupation du Directeur.

B. CONTENU DE LA LECON

| - DERIVABILITE

1 Dérivabilité a gauche-dérivabilité a droite d’une fonction en un point
a) Propriété et définition
e Une fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable a gauche en un
f(x)—f(xo)
P

X0

nombre réel x,de K si et seulement si lim
X—=Xo

<
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche en X, et se note f;"(x,).

existe et estfinie.
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La demi-droite passant par le point M(x,, f (x,)) et de coefficient directeur f,'(x)est
appelée demi-tangente a gauche au point M(x,, f (x,))
e Une fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable a droite en un
fO)~f(x0)
X=X

nombre réel x, de K si et seulement si lim existe et estfinie
—Xo

>
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite en x, et se notef,;'(x,).

La demi-droite passant par le point M(x,, f(x,)) et de coefficient directeur f,;(x,) est
appelée demi-tangente a droite au point M(x,, f (xo)).

Exercice de fixation

Soit la fonction f définie sur R\{0; 2}
1
x-2

Vx € ]—00;0[ U ]0; 1], f(x) =
vx € [1;2[ U ]2; +oof, f(x) = 71

et (C) sa courbe représentative donnée ci- contre

dans le plan muni d’un repére orthonormé
(O, 1, ).

®

1. Etudie la dérivabilité de f a gauche et a droite
enl
2. interpréte graphiguement les résultats.

3. Trace les demi-tangentes a (C) au point
d’abscisse 1.

Solution
1.0Ona:f(1) = —-1.
1
- ——+1
im SO _ i =2 gy L= g ;
x-1 x-1 x-1 x-1 x—>1x-2
< < <
x)—f1
f estdonc dérivable a gauche en 1 car }Cl_r)q% est finie et fg(1) = —1.
-1
fo-fy o+l 1
lim —— = = lim =lim—-=1
x-1 x-—-1 x-»1 x —1 x->1x
> > <
f(x) — (1)

f est donc dérivable a droite en 1 car }cl_r)r} est finie et f4(1) = 1.

x—1

Interprétation graphique :
(C) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente & gauche de coefficient directeur -1 et une demi-
tangente a droite de coefficient directeur 1.
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Rappel |: Connaissant f; (x,), un vecteur

directeur de la demi-tangente a gauche au point
d’abscisse 1 est U (-1 ;- fg(xo)).

Un vecteur directeur de la demi-tangente a
gauche en 1 estu (-1 ; 1) et un vecteur directeur
de la demi-tangente a droite en 1 est v (1 ; 1).
On trace alors ces deux demi-tangentes.

Voir figure ci — contre.

N

b) Propriété
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un nombre réel de K.
f est dérivable en x, si et seulement si f est dériable a gauche et a droite en x, et

f3(x0) = fg(xo) -

Exercice de fixation

. . e Vx € ]—0;0[, f(x) = x?
Soit la fonction f définie sur R par :{

' lon f definie SUrR Par 1 e [0; +ool, £ (x) = °
Justifie que f est dérivable en 0.
Solution

_ 2
onalim @@ _ i ® — jimx=0:

m
x-0 x-0 X—-0 X X—0
<
f estdonc dérivable a gauche en 0 et fg(0) = 0.
. f(x)—f(0 oxd .
ona: lim =@ _ i X _ jimx2 = 0;
x>0 x-0 Xx-0 X x-0
>

f est donc dérivable a droite en 0 et f5(0) = 0.
Comme fg(0) = f4(0), donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

c) Demi - tangente verticale
Sl X - f(x)_f(x())
X—Xo
représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal admet une demi-tangente
verticale au point de coordonnées (xy; f (xg)).

admet une limite infinie a gauche ou a droite en x,, alors la courbe

Exercice de fixation

Soit la fonction f définie sur R* par : f(x) = vx — x.

On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Etudie la dérivabilité de f en O puis interpréte graphiquement le résultat obtenu.
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Solution

—> x-0 x—»O X
> >
x)—f(0 X 1
> x > x >\/§

1)1 est infinie.
x—0

Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 car Li_r}r(g
>
Interprétation graphique :(C) admet en son point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.

2— Dérivabilité sur un intervalle
a)Définition
e Une fonction numeérique f est dérivable sur un intervalle ouvert K si f est dérivable en
tout nombre réel de K.

e Une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle fermé [a ; b] si f est dérivable
sur I’intervalle ouvert ]a ; b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

b) Exemples

v Lafonction x = +/x est dérivable sur]0; +ool.
v Toute fonction polyndme est dérivable sur R.

3 — Dérivabilité d’une fonction composée

a) Propriété
Soit K un intervalle ouvert ; f et g deux fonctions numériques telles que fog est définie sur K ; x, € K
Si g est dérivable en x, et f dérivable en g(x,) alors la fonction f o g est dérivable en x, et :

(f 2 9)'(x0) = g'(x0) X (f" > 9)(x0) = g'(x0) X f'[g(x0)]

Exercice de fixation
Soient les fonctions f et g de R vers R définies par :f(x) = )36%’26 et glx) =x— % + 2.
Démontre que f o g est dérivable en 3 et calcule(f o g)'(3) .

Solution
g est dérivable sur ]—oo ;0[ et sur ]O ;+oo[, donc g est dérivable en 3.
f est dérivable sur ]—oo ;2[ et sur ]2 ;+oof.

g(3) =—, comme g(3) # 2 donc f est dérivable en g(3).
On conclut que f o g est dérivable en 3.
Pour tout x40, g'(x) = 1+ = . Donc g'(3) =" .

Pour tout x #2, f'(x) = Doncf (—) -——.

)
On conclut que : (f o g)' (3 )==— 0 % (- —) = 352 .
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b) Conséquences
u est une fonction dérivable sur un intervalle K.

Fonctions Dérivées
u™ (n € Q%) nu'u"?
o
Vuavecu >0 sur K ﬁ
cos (u) —u'sin (u)
sin (u) u'cos (u)
tan(u) avec cos(u) # 0 Sur K u' x [1+ tan®(w)] ou #zl(u)

Exercices de fixation

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction dérivable sur R.

Calcule sa dérivée.

a) f(x)=(x2=3x+15; b)f(x)=Vvx2+3x+5; c) f(x) = cos(x?)
d) f(x) = sin(sinx); e) f(x) = ol

VxZ+1 '
Solution
a)Vx€ER, f'(x) =502x —3)(x? —3x+ 1)*%
' _ 2x+3
by ¥x € R,f'(x) W rreror R

AOvVx € R, f(x) = —2xsin(x?).
d)Vx € R, f'(x) = cosx X cos(sinx) .

5~ 2x
e)Vx € R, f'(x) = ey il !
! - x2+1 T2 D)VHZHL

Exercice 2
Soit la fonctionf definie sur E; +oo[par S(x) =@x—1DVax—1 .
1. Etudie la dérivabilité de f en i :

2. On admet que f est dérivable sur E; +oo[.CaIcuIe f'(x) pour tout x de E; +oo[

Solution
1
fG)=fQ) 4x — DVax — 1
1.lim = lim ¢ ) - =lim(4Vax—1) =0
x—% X — " x—% X — " x—%
1
o 1 - 1
donc f est dérivable en 1 car lim —————est finie; f' (_) =0.
X—)Z X — Z
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2.f est derivable sur E; +oo[et Vx€ E; +oo[, f'(x) =6v4x — 1.

4 — Dérivabilité d’une bijection réciproque
a) Propriété
Soit K un intervalle, f une fonction numérique dérivable et strictement monotone sur K,
xo € Ket yo = f(xo).
Si f'(x,) # 0 alors la bijection réciproque f~* de f est dérivable eny, et

—1\/ _ 1 1
F7'Go) = (o) f'(xo)

IPoint méthode}

Pour calculer le nombre dérivé de £~ en y,, on peut procéder comme suit :
e Ondétermine x, € K, tel que f(xy) = vo ;
e Oncalcule f'(xg) eton vérifie que f'(x) #0;
e On conclut alors que f~1 est dérivable en y, ;

e Oncalcule enfin (f 1) (y,) = ﬁ
0

Exercice de fixation
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = x% — x.
1. Démontre que f réalise une bijection de ]—oo; %] sur [—%; +oo[.
2. Soit g la restriction de fa ]—oo; %]
Démontre que g~ lest dérivable en 2 et calcule (g~1)'(2).

Solution
1.f est dérivable sur R, et pour tout x élémentde R ,f’(x) = 2x — 1.

f)=0 e x =_etVrxel—ow [, f(x) <0.

Ona: lim f(x)= lim (x*—x)= limx%?= +oo.
xX——00

X——00 X——00

Ainsi,f est continue et strictement décroissante sur]—oo; %]doncfréalise une bijection de]—oo; %]sur

f(J=oiz]) = [=2i+]
2. Larésolution de I’équation x € ]—00; %] ,g(x) =2donne:x =—1.

Ona:g(—-1)= 2; g’(-1) = =3 ;comme g'(—1) # 0,donc la bijection réciproque g~* de g est
1 1

g1 3"

dérivableen2etona: (g71)'(2) =

5 — Dérivées successives
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle K.
e Sifestdérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la dérivée premiére de f.
df

Onlanote :f'ou —.
dx
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e Sjf’estdérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la dérivée seconde de f.
d2
On la note :f"ou d—x]; ou f@,

e De proche en proche, Si £ (=1 est dérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la
dérivée n'®*™ de f ou la dérivée d’ordre n de f.

On la note :f Mou <L,
dx™
EXERCICE DE FIXATION
Détermine les 4 premiéres dérivées successives de la fonction f définie sur R par: f(x) = x3 — 2x2 + 3.
SOLUTION
Vx €R, f'(x) = 3x? — 4x;
Vx € R, f'"(x) = 6x — 4;
Vx€ER, fG(x)=6;
Vx€ER, f®(x) =0.
6 — Inégalités des accroissements finis
Propriété 1
Soit a et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction numérique dérivable sur
[a;b].
S’il existe deux nombres réels m et M tels que :V x € [a;b], m < f'(x) < M,
alors:m(b —a) < f(b) — f(a) <M(b — a).
Exercice de fixation
. 1 1
Justifie que : — < V19 —17 < 75

Solution
On pose f(x) = Vx.
1

f est dérivable sur [V17;v19]et V x € [V17;vV19], f'(x) = o

1 , 1
Vv x € [V17;4/19], V17 < vx < V19, donc TR <0< 5=
D’aprés I’inégalité des accroissements finis, on a :
1 1 . 1
ﬁ(lg -17) < f(lg) —f(A7)) < Z_Jﬁ(lg —-17); DOI’\C\/T—9 <V19 —-+v17 <

3=
\]-

Propriété 2
Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle |.
S’il existe un nombre réel M tel quev x € I, |f'(x)| < M, alors pour tous nombres réels a et b
del,ona:|f(b) — f(a)| < M|b — al.

Exercice de fixation
Démontre que, pour tous nombres réels x ety, on a :|cos (x) — cos (y)| < |x — y|.

Solution
Soit la fonction f définie sur R par : f(t) = cos (t).
f est dérivablesur RetVt € R, f'(t) = —sin (t).
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Ona:|f'(t)| < 1 pour tout nombre réel t.

Donc d’aprés I’inégalité des accroissements finis, pour tous nombres réels x et y,
ona:f(x) —fMI<1]x—yl

Comme f(x) = cos (x) et f(y) = cos (y), donc pour tous nombres réels x et y,
ona:|cos (x) —cos (V)| < |x —y|

Il - ETUDE DE FONCTIONS

Exercice 1
f(x)=x?+xsix<0
flx)=vVx—xsix>0
On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
1. Etudie la continuité de f en 0.
2. Etudie la dérivabilité de f en O puis interpréte graphiquement les résultats obtenus.
3. a) Calcule les limites de f en — et en +oo.
b) Justifie que la courbe (C) admet en —oo une branche parabolique dont on précisera la direction.
4. On admet que f est dérivable sur |—oo; O[ et sur ]0; +ool.
Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
5. Trace (C) et les demi-tangentes obtenues dans la question b).

Soit la fonction f définie sur R par :{

Solution

1.£(0)=0
é%f(x) = i%(xz +x)=0

<
lim f(x) = lim(Vx —x) = 0
>

éi_r}r& flx) = gcl_T;T(% f(x) = f(0) donc f est continue en 0.

< >
x%+x
2.lim M = lim ( )=lim(x+1)=1
xZO X = x-0 X x—0
" X - f(x) = f(0) - ,
f est donc dérivable a gauche en 0 car }CILY(I)W est finie et f3(0) =
LSOy, z
im =+
x;»O X = x—>0 x-0 VX
f n'est pas dérivable a droite en 0 car chingj% est infinie

Conclusion : f n’est pas dérivable en 0.

Interprétation graphique : (C) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente a gauche de coefficient
directeur 1 et & droite une demi-tangente verticale.

3.a) Limites de f en —x et + o

xl_L;moof(x) = xl_z;moo(xz +x) = xl_L;moo(xz) = +oo

Etnms:nmmr



lim f(x) = lim (Vvx—x) = lim (Vx (1 —+vx)) = —oocar
x—>+oof( ) x—>+oo( ) x—>+oo( ( )) li?_;_n (1 — Vx) = -
X—+00
b)Ona: lim 10 = lim ZX = im (1+x) =— oo
x—>—00 X x—>—o00 X X—>—00

Donc (C) admet en —oo une branche parabolique de direction celle de (OJ).
4.f est dérivable sur ]—oo; O et sur ]0 ; +oo[
Vx € ]-0; 0L f'(x) =2x + 1

1 1-2
Vx €10; +oo[,f’(x):ﬁ—1=2—\/£/§

= x€]-00[ f'(X) =0 ©x=—7
f'x)>0 ®x€ ]—% ;O[et f'x) <0 ®x€ ]—oo; —%[ Ainsi, f est strictement croissante

sur[—%; 0] et f est strictement décroissante sur]—oo; —%]
= Pour tout x €]0; +oo[,2+v/x > 0donc f'(x) alesigne de 1 — 2vx .

1
fl(x)=0 @1—2ﬁ=0@x=z
Fl)>0 &1-2yx>0 @0<x<%.

Ainsi, f est strictement croissante sur[o;ﬂ et f est strictement décroissante surE ; +oo[.

£ - 0 4 + 0 -

o 1
f(x) \ / 4 \
0 — Q00

\t‘g\
el
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Exercice 2

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, I, J) (I’'unité graphique est 2 cm).
Soit h la fonction définie sur R par : h(x) =x +

On note (C) la courbe représentative deh.

1. Justifie que

|

[x2 —1].

Vx €J]-ow;—1]U[1;40o[,h(x) =x+VxZ -1
Vx €[-1;1],h(x) = x + V1 — x?

2Démontre que (C) admet aux points d’abscisses—1 et 1 des demi-tangentes verticales.

3. Démontre que la droite (Ol) est une asymptote a (C) en —oo.
4.a) Calcule la limite de h en +oo .

b) Démontre que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a (C) en +oco .
c) Justifie que (C) est au-dessous de (D)sur ]‘/77 ; +oo[.

5.a) On admet que hest dérivable sur les intervalles | —oo; —1[et]1; +oo[ ; et
pour [x| > 1,

[x] >Vx2—1.

Etudie les variations de hsur les intervalles |—oo; —1[et]1; + oo .
b) On admet que h est dérivable sur I’intervalle]—1; 1].

e . . 2 .. ,. 2
Justifie que h est croissante sur ’intervalle [—1 ; g] et décroissante sur 1’intervalle [\/7_ ; 1].

c) Dresse le tableau de variation de la fonction h sur R
6. Trace(D) et (C).
7. Soit kla restriction de h a]—o0 ; —1].
a) Justifie que k réalise une bijection de |—oo; —1] sur [-1; O[.
b) Calcule k (—v/2).
c) Soit k=1 la bijection réciproque de k.

Démontre que k=1 est dérivable en 1 —+/2 et calcule(k~1)'(1 — V2).

Solution
1.
X —00 -1 1 +00
x* =1 + O— ¢ +
[x? — 1] x?—1 1—x? x?> -1
h(x) x++/x2—1] x++1—x2 x++/x2—-1

Done :{‘” € o0 —1] U [1; +oo[ ,h(x) = x + VAT =1

Vx €[-1;1],h(x) =x + V1 — x?

10

Etnms:nmmr



2.Dérivabilité de h a gaucheen-1:

h(x)—h(—l)_l, x+VxZ-1+1 <1+ x2—1>

im = lim = lim
x--1 x+1 x=>=1 x+1 x=>=1 x+1
< < <
- ' _ — 1 1 — 1 x-1 = —
Ona: xlirfll(x 1)=-2et xli’fﬁm +o00,donc xlirpll t == 0,
< < <
D’ou :xli@l% = —oo donc hn'est pas dérivable a gauche en — 1.

<
Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse -1.

Dérivabilité de h a droiteen 1

h(x)—h(1)  x+Vx2-1-1 ) x?2 -1
m————=lim =lim(1+———
x>1 x—1 x—1 x—1 x-1 x—1
> > >
lim1+ x+1 +
= lim ———— =+
x;l Vx2 =1
car lim(x+1)=2 et lim———= +x
x-1 x>1m
. h(x) —h(1) , - N
lim ————— = +oo donc hn'est pas dérivable a droite en 1

x-1 x—1
>

Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.
3.
[x4+Vx2—1][x—Vx2-1] _ 1

Vx <-1,h(x) = s =
Ona: lim x?—-1 = +owcar llm(x —1)=+wet llm\/_ +o0

X——00 xX—+
Comme llm (—\/x2 1)=—wet lim x =—codonc lim (x —\x? - 1) = —00

X—>—00 X—>—00
Par suite lim ——————=0; Ainsi, lim h(x) =0
x—)—oox_1/x2_1 X——00 ( )

D’ou la droite (Ol) est asymptote a (C) en — o
4.a)
Ona: lim /x> -1 =+4owcar llm (x —1)=+4wet lim \/_ +o0

X—+00 y—>+oo

Comme lim Jx?—1 = +wet lim x =+ alors llm (x+ x2 — 1) = 4o

X—+00 X—+00

Ainsi, llT h(x) = o0
X—>+ 00
b) Calculons liT [A(x) — 2x]
X—>+00

_ N v [\/x2 —x][Vx2-1+4x] _ -1
Vx>, h(x)—2x X 1- x+VxZ—1 T x+Vxe—1
. 2 _ 41—
Ona: xginoox + Vx = 400 d’ou xl_ﬁnwxﬂ/xz_ 0.

Ainsi, liin [A(x) — 2x] = 0.

X— (o]
D’ou la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a (C) en +co.
c) Etudions le signe de h(x) — 2x.

® Pour toutx € ]g, 1[,0n a: h(x)—2x=v1—-x?—x.

11
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1-x22>0
h(x)-2x <0 Jl—-x*<x&o x>0
1—x? < x?
1<x<1 -1<x<1
= x=>0 & x20 donc, h(x) — 2x <0<:>xe[ 1]
1-2x2<0 xE] 00 ; ——] [\/— +00[

® Pour tout x € [1;+oo[,0na:

_ _ 7 [\/x2 —x|[Vx2-1+4x] _ -1
h(x) —2x=vVx?-1- YW ey R e

Pour tout x € [1; +oof, Vx 1>0etx>0doncvx € [1;+o[Vx?—1+4+x>0.
Par suite, pour toutx € [1; +oo[, h(x) —2x < 0.

Ainsi :Vx € ]\/2—7 ; 1[, etvx € [1;+oo[, h(x) —2x < 0.

On en déduit que (C) est au-dessous de (D) sur]‘/—E ; +oo[.

5.a)Vx €] —oo; —1[U]1;+oo[,h'(x) =1 + 2\/_— 1+\/x2_
V X €]1; +oo[,h’(x) > 0 donc hest strictement croissante sur]1 ; 4+oof.

Vx€]l—oo;—1[ h'(x) = J_J”‘ Vx €] — 0 ; —1[,VxZ — 1 > 0 donc le signe de h'(x)

est celuide Vx2 — 1+ x. Or|x|] >+vx2—1 ,doncpourx €] — oo ; —1[, —x > Vx?% —

d’oupour x €] —oo; —1[Vx?2 —1+x < 0.
Donc Vx €] — oo; —1[, h'(x) < 0 et par suite h est strictement décroissante sur | — oo ; —1J.

On conclut donc que h est strictement décroissante sur | — oo ; —1[ et strictement croissante
sur]1;+oof.

b)vx €] —-1;1[, h(x)—l—

1- xz_ =
doncvx € ]—-1;0],h'(x) > 0.
, 1-x%2-x
VXx€|0;1[ A (x) = Ny
Vx €]0;1[,V1 — x2 > 0 donc le signe de h’(x)est celui de V1 — x? — x.

hx)<0eVvl—-x?—x<0eVl-x?<xoxE€ [ 1] (D’apres la question 4.c))
doivr € [0;2] i) 2 0.
Donc h est décroissante sur I’intervalle [\g ; 1] et croissante sur [—1; \g]

c)Tableau des variations de h

12
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7.a) h est continue et strictement décroissante sur |—oo ; —1]. k étant la restrictionde h a | —oo ; —1]
donc k est continue et strictement décroissante sur ]—oco ; —1].

D’ou k réalise une bijection de |—oo; —1] sur k(]—oo; —1]) = [-1; 0].

b) k(—V2)=1-+2,

C) k(—V2)=1—-+2 etk (—v2) =1 —+/2. Comme k’'(—v2) # 0 donc k=1 est dérivable en
1—+2etona:(k~1)'(1-+2) =Lﬁ= -1-+2.

1-—

Exercice 3
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, 1, J).

Soit f la fonction définie de R vers R par : f(x) =tan (g x).
On note (C) la courbe représentative def.
1. Détermine, Dy, I’ensemble de définition de la fonction f.
2. a) Justifie que f est périodique de période 2.
b) Justifie que f est impaire.
¢) Démontre que la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).

13
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3. a) Démontre que, V x € Dy, f'(x) = > (1 + tan? (g x)).

b) Dresse le tableau de variation de f sur [0; 1].
4. Trace (C) sur [0; 1] puis sur ]—3; 3][.

Solution

1. Détermine D¢

s s
xeDf@5x¢E+kn,k€Z(:>x¢1+2k,keZ

DoncDy = R\ {1+ 2k}, k €Z
2. a) Justifions que f est périodique de période 2.
Pourtoutx € R\ {1+ 2k},k€Zona:x#1+2k,k€eZ
Doncx+2+3+2k,k€Z x+2+1+2k',k' €Z;
D’oupourtoutx €e R\ {1+ 2k},ke€Z,x+2€R\{1+2k},k€eZ

f(x+2) =tan <g(x + 2)) = tan (%x + n) = tan (%x)

f(x+2) = f(x),donc f est périodique de période 2.

b) Justifions que f est impaire.

Pourtoutx € R\ {1+ 2k},k€Zona:x+1+2k,k€eZ

Donc —x#—-1-2k,k€Z; —x#+1—-1-1-2k,ke€Z

D’ou —x # 1+ 2(—1—k),k € Zc’est-a-dire —x +# 1 + 2k", k' € Z
D’oupourtoutx € R\ {1+ 2k}, k€Z,—x € R\ {1+ 2k}, keZ

f(=x) =tan (—%x) = —tan (%x)

f(=x) = —f(x) , donc fest impaire.

c) Démontrons que la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).

. . 7T — . —
gcl_Tfllf(x) = f}_’ﬁtan (ix) = gi_r)rgztan(X) = 4o

< <
. . T . _
et)gl_ﬁzf(x) = gcl_T;Tll tan (Ex) = il:% tan(X) = — o
> >
>

Donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).

3. a) Démontrons que, ¥ x € Dy, f'(x) = (1 + tan? (g x)).

Vx €D f'(x)= (gx)l (1 + tan? Gx)) = g(l + tan? (gx))

b) Dressons le tableau de variation de f sur [0; 1[.

V x € Df, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 1[.

14
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X
0
+
f'(x)
+o00
f() /
0

4. Tracons (C) sur [0; 1[ puis sur ]—3; 3.

C. SITUATIONS COMPLEXES

Situation 1
En visite dans une usine de fabrication et de commercialisation de sachets de poudre de cacao des

éléves d’une classe de Terminale scientifique recoivent les informations suivantes :

« La capacité journaliere de production de 1’usine est comprise entre 1 000 et 5 000 sachets. Toute
la production journaliére est commercialisée. Une étude a révélé que le bénéfice journalier, exprimé
en millions de francs CFA, realisé pour la production et la vente de x milliers de sachets est

modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par : B(x) = —§x3 +9x + 2 ».

Le Directeur de I’usine veut accroitre le bénéfice de I’entreprise. N’ayant pas de personnel qualifié,
il te demande le nombre de sachets a produire en un jour, a I’unité prés, pour que 1’entreprise réalise
un bénéfice maximal.

15
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En argumentant, détermine le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir un
bénéfice maximal.

Solution

Pour répondre a la préoccupation du Directeur de 1’usine,

- J’étudie les variations de la fonction B modélisant le bénéfice journalier de 1’usine.

- Je détermine la dérivée de B

- J’étudie le signe de la dérivée de B

- Je détermine le zéro de la dérivée de B sur I’intervalle

- Je donne le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir le bénéfice journalier
maximal de ’usine.

Le bénéfice journalier, exprimé en millions de francs CFA, réalisé pour la production et la vente
de x milliers de sachets est modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par :

B(x) = —§x3 + 9x + 2. Etudions les variations de B.

- DérivéedeB:
B'(x) =—x?2+9 = —(x—3)(x +3)

- Signe de la dérivée de B
Pour x € [1;5],x + 3 > 0 donc B'(x) a le

X 1 3 5 méme signe que —(x — 3). Or
: —(x—-3)20=x-3<0
B'(x) — 0 + o x<3

Donc pour x € [1;3],B'(x) = 0 et
pour x € [3;5],B'(x) <0

- Les variations de la fonction B.
B est croissante sur I’intervalle [1; 3] et décroissante sur I’intervalle[3; 5].
- B atteint son maximum en 3. Ce maximum est B(3) = 20.

Le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir le bénéfice journalier maximal
de I’usine est 3000.

Le bénéfice journalier dans ce cas est d’environ 20 millions.

16
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D. EXERCICES CORRIGES

Exercice 1
f(x)=1—x2si x € ]—o0;—1]

est la fonction continue sur R et définie par :
f P {f(x)z%si x € [—1; 4+oo]

Etudie la dérivabilité de f en —1.

Solution

Dérivabilité de f a gauche en -1 :
. FOO)-F(=D\ _ 1-x2-0\ . _ - 5

xll>n31 (T) = lerr_11( e ) = xll)n_ll(l — x) = 2 donc f est dérivable a gauche en -1 et
<

fl-n=2.

Dérivabilité de f a droiteen -1 :

2x+2

—f(— 0
lim (w) = lim (L) = lim (L) = 2 donc f est dérivable a droite en -1 et
X

x—-1 x+1 ——1 x+1 x+2
>

f’d(_l) =2.
Onaf’ (=1) = f',(~1) par suite f est dérivable en -1.

Exercice 2
k est une fonction dérivable sur un intervalle [a; b] telle que Vx € [a; b], |k’(x)| < 0,2.
Justifie que k(b) € lk(a) — 0,2(b — a); k(a) + 0,2(b — a)|.

SOLUTION
k est une fonction dérivable sur un intervalle [a; b] telle que Vx € [a; b], |k’(x)| < 0,2.
D’aprés I’inégalité des accroissements finis |k(b) — k(a)| < 0,2(b — a).
Par suite : —0,2(b —a) < k(b) —k(a) < 0,2(b —a)
k(a) —02(b—a) <k(b) <k(a)+02(b—a)
Donc k(b) € Jk(a) — 0,2(b — a); k(a) + 0,2(b — a)|.

Exercice 3
Soit n un entier naturel.

Démontre par récurrence que : Vx € R, cos™ (x) = cos (x + ng)
Solution
Pourn=0:Vx € R, cos©@(x) = cos(x) = cos (x +0Xx g)

Supposons 1’égalité a un rang k; k € N.
Aurang k + 1,

Vx € R, cos®+D(x) = (cos(k))’(x) = cos’ (x + k%) = —sin (x + kg) = cos (x + kg + g)
= cos (x + (k + 1)%).
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Donc Vx € R, cos™ (x) = cos (x + ng)

Exercice 4
Soit la bijection dérivable £ : 17221 ®
x— tan (x)
et ¢ sa bijection réciproque.
1
1+x2’

1. Démontre que ¢ estdérivablesur R et Vx € R, ¢'(x) =

2. Démontre que Vx € ]0; +oof, ¢(x) + ¢ G) = g

3. Détermine p(x) + ¢ G) pour x € ]|—oo; 0.
Solution
1. f est une bijection dérivable sur ]—g g[ et Vx € ]—g;g[,f’(x) =1 + tan?(x).

noT / Ari ' = -
Vx € _E’E[’f (x) > 0 donc ¢ est dérivable sur R etvVx € R, ¢’ (x) = TEON

Orvx € ]—g ;g[,f’(x) =1+ f%(x).Doncvx € R, f'(p(x)) = 1+ f2(p(x)) = 1+x2.
D’ou Vx € R,¢@'(x) = 1+1x2.

2. Posons :

vx € 10;+oou(@) = o)+ (3)

Dérivons la fonction u
, ' 1 ,(1\_ 1 1 1 1 1
vx € J0+oolu' @) = ') -5 ¢ (3) =g -5 X—— =— - =0

T 1+x2  x2 1+(1) T 1+x2 1+x2
X

Vx € ]0;+oo[, u’'(x) = 0 donc la fonction u est constante sur ]0; +oo.
Par suite Vx € ]0; +oo,u(x) = u(1) = (1) + ¢ (3) =2x (1) =2x%=
3. f étant impaire, ¢ est impaire.

X €E |—0;0] & —x € ]0;+00][.

v@+0(;)= ~oC0-9(-3) = (o0 +0(-1))=-7.

X X

Donc p(x) + ¢ G) = —g. pour x € |—oo; 0.

T
2

Exercice 5

f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x)= /% On note (C) sa courbe représentative dans le plan

muni d’un repere orthonormé (O, I, J). L’unité graphique est 4 cm.

1. Détermine I’ensemble de définition de f.

2. Etudie la dérivabilité de f en 1 puis interprete graphiquement le résultat.
3. Calcule la limite de f en -1 puis interpréte graphiquement le résultat.

4. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
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5. Trace la courbe (C).

6. Démontre que f réalise une bijection de |- 1 ; 1] sur[0; +oo[ .

7. Justifie que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 1 et calcule(f ~1)'(1).
8. Trace la courbe représentative (C’) de f~sur le méme graphique que (C).

Solution
1-x
1.Df={x€lIR/ 1+x#0et —2>0 }.

X - -1 1

1—x + + 0 —

1+x - 0 + +

1-x - + 0 B
1+x

Donc:Dy =] —1;1].

2. Dérivabilité de f en 1.

1-x 1-x [1—-x
o FO)=F) i FJ; .

= lim —llm—=—oo
x—1 x—1 x—>1x—1 x—1
< <(x—1) <(x+1) pp
car llm(x+1)’ =0et(x+1) ’—> 0 pourx € |-1;1]
f&)—f(1)

Ainsi f n’est pas dérivable en 1 car gcmf n'est pas finie.
-

x—1
Interprétation graphique
(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

3. Limiteen -1
, , o 1—x
lim —— =+4wet lim (1 —x) =2 donc lim = +oo0.
x>-11+x x~>-1 x--11+x
> >
) . 1—x
Par ailleurs lim Vx = +o,donc : llm = 400
x—>+00 > 1+x
D’ou xl_i)rzllf(x) = +4o00.La droite (D) d’équation x = —1 est asymptote a (C).
>
—(x+1)—(21—X) L
4. festdérivablesur ] — 1; 1[.Pour tout x€] — 1;1[, f'(x) = —&2° -~

vx €] —1;1[,—1 < Oet(x + 1)? / > 0.Doncvx €] — 1; 1], f'(x) < 0. festdonc strictement

décroissante sur | — 1; 1],
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f(x) - m

+00

f)

5. Courbe représentative de f.

(4)

©)

6.f est continue et strictement décroissante sur | — 1; 1] donc f réalise une bijection de | — 1; 1] sur
fA=11]) = [0;+oo[.
7.0na: f(0) = 1 etf’(0) = —1 ; comme f’(0) # 0 donc la bijection réciproque f~! de f est

L. SV ()= L
dérivableen1etona: (f 1) ()= 55 =

8. Les courbes représentatives (C’) et (C) sont symétriques par rapport a la droite (A) d’équation
y = x (voir figure).

IV. EXERCICES
| - EXERCICES DE FIXATION
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Exercice 1
f est une fonction dérivable sur I’intervalle I. Dans chacun des cas suivants, calcule f'(x) pour tout x de I.

a) f(x) =-3x3+4x2—7x+2, I=IR; b)f (x) = %4+%3+x72—x +1, 1=1IR;
€) (x) = 3x ==+ — — =1 =10; +oo[sd) f(x) = 2x2Vx | =]0; +oo[;

&) f(x) =222 L = o0 —1[ f) f(x)—(x2—3x+1)5, I=IR;

0) FN)=Vax—1,1 = |7;+00; h) FO0)= - )2 1 =11; +oo[;
Nf(x)=VxZ=3x+5, I=IR; i) foo= m 1= |5+

K) f(x)=xcos2x, I=IR; )) f(x)_m, :]_oo;%[;

m) f(x)= n  fx) = x31-x)?, I=IR;

0 f(x) = smxcos3x, I=IR; P f(x)= §+1—ﬁ,] =]-o0; 1]
Exercice 2

f est la fonction définie sur ]—co; —2] U [1; +oo[ par: f(x) = Vx? +x —2
Etudie la dérivabilité de fen -2 et en 1.

Exercice 3
Démontre que :

1. Vx € [0;%[, tanx = x.

2. Vx €]0;+oo[,0na

1
\/m—\/zﬁ?

W
Exercice 4
T TE]
il B d -1;1
Soit la fonction f ;L 2°2 [. |
x—sinx

1. Demontre que f admet une bijection réciproque ¢

2. Démontreque: Vx €] — 1;1[,¢'(x) =

1
Vi
Il - EXERCICES DE RENFORCEMENT /APPROFONDISSEMENT

Dans les exercices qui suivent, on note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repere
orthonormé (O, 1, J).

Exercice 5
f est la fonction définie sur IR par : f(x) = x|x-3|+2.
1. Etudie la continuité de f en 3.
2. Etudie la dérivabilité de f en 3. Interpréte graphiquement le résultat.
3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
4. Trace (C).
Exercice 6
f est la fonction définie sur [0; +oo[par :f(x) = x? — 2/x.
1. Etudie la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement le résultat.
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2. Calcule les limites de f(x) et % lorsque x tend vers +oo puis interpréte graphiquement les
résultats.
3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
4. Trace (C).
Exercice 7

f est la fonction de IR vers IR définie par: f(x) =

NogoprwhE

x
|x|+1

Précise I’ensemble de définition de f

Etudie la continuité de f en 0.

Démontre que (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente dont on précisera une équation.
Etudie la parité de f et en donner une conséquence graphique.

Calcule la limite de f en +oo. Interpréte graphiquement le résultat.

Etudie les variations de f sur [0 ; +oo] et dresse le tableau de variation de f.

Trace la courbe (C).

Exercice 8

f est la fonction définie sur IR-{-1} par: f(x) =

arwdE

6.

x%+|x—2|
. . . x+1
Etudie la continuité de f en 2.

Etudie la dérivabilité de f en 2. Interprete graphiquement les résultats.
Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

a) Démontre que les droites (D1) et (D2) d’équations respectives y = x — 2 et y = x sont
asymptotes a (C) respectivement en -co et en + oo .

b) Etudie la position de (C) par rapport & (D1) sur | — oo; —1[U] — 1; 2].

c) Etudie la position de (C) par rapport & (D) sur [2; +].

Trace (D1), (Dz) et (C).

Exercice 9
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) =Vx? + 3x + 2.
Partie A

1.

g krown

6.

7.
8.

Justifie que I’ensemble de définition de f est | — co; —2]U[—1; +oo].

Etudie la dérivabilité de f en —1 et en —2 puis interpréte graphiquement les résultats.
Calcule les limites de f en — oo et en +oo.

Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

Démontre que les droites (D1) : y = —x — %et Do) :y=x+ % sont asymptotes a (C)
respectivement en —oco et en + oo .
Démontre que la droite (A) d’équation x = — % est un axe de symétrie de (C).

Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
Trace (Da), (D2), (T) et (C).

Partie B

Soit g larestriction de f & [-1; +oo [.
1. Démontre que g est une bijection de [-1 ; +oo [sur [0 ; +oo [.
2.

Justifie que la bijection réciproque g~ de g est dérivable en v/2 etcalcule (g~1)' (/2).
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Exercice 10

. L i _ x
f est la fonction sur définie sur IR par: f(x) =1+ Newee

1. Démontre que f est une bijection de IR sur un intervalle K que 1’on précisera.
2. Justifie que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 1 et calculer (f~1)'(1).
3.

a) Trace (C).

b) Trace (C’) la courbe représentative de f 1.

Exercice 11

f est la fonction définie sur [0 ; 1] par: f(x) = x — 2v/x +1.
On prendra pour unité graphiquel0 cm.

Etudier la dérivabilité de f en 0.

Interpréte graphiquement le résultat.

Démontre que f est une bijection de [0 ;1] sur [0 ; 1]
Démontre que pour tout x € [0; 1],f o f(x) = x.
Déduis en la bijection réciproque de f.

Construis (C).

S

Exercice 12
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = (2 -x)V4 — x?.
L’unité graphique est 2cm.
1. Etudie la dérivabilité de f en -2 et en 2 puis interpréte graphiquement les résultats.
2. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
3. Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
4. Trace (T) et (C).

Exercice 13
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = Vx? +1 —x.
1. Calcule lalimite de f en +co.
Interpréte graphiquement le résultat.
2. Calcule la limite de f en —oo.
3.
a) Démontre que la droite (D) d’équation y = —2x est asymptote & (C) en—co .
b) Etudie la position de (C) par rapport a (D).
4. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
5. Trace (D) et (C).

Exercice 14
f est la fonction définie sur ] — co; —1] U [1; +oo[ par :
x x%2—1
_ f(x) = 3 + —
Partie A

g est la fonction définie sur ]1; +oo[ par: g(x) = 2-x%Vx2—1
1. Calcule la limite de g en +oo .
2. Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.
3.
a) Démontre que I’équation x €]1; +oo[, g(x) = 0 admet une solution unique « et que
I<a<?2.
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b) Donne une valeur approchée de a a 10 pres.
- ( Vx€]l;a[,gx)>0
4. Justifie que : {Vx Ela; +oof, g(x) < 0
Partie B
1. Etudie la parité de f.
2.

a) Calcule la limite de f en +oco.

b) Démontre que la droite (D) d’équation y = — g +1 est asymptote a (C) en +oo .

c) Etudie la position de (C) par rapport a (D) sur ]1; +oo.

3. Etudie la dérivabilité de f en 1 puis interpréte graphiquement le résultat.
4.
A . . ' (€3]
a) Démontre que : V x €]1; 4+oo[,f'(x) = W
b) Dresse le tableau de variation de f.
5. Démontre que : f(a) = — £+ =

2 a3
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Niveau : TD

COTE D’IVOIRE — ECOLE NUMERIQUE
MATHEMATIQUES Q

THEME : fonctions numériques

DUREE : 06 heures CODE
Lecon 4 : PRIMITIVES

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE
Le ministere a entrepris la construction d’une
piscine dans I’enceinte d’un lycée d’excellence.
L’entreprise chargée de I’ouvrage a affiché une
image accompagnée d’un schéma de ce que sera
cette piscine (voir image ci-contre).

Rimon éléve de TA1 et amateur de natation, 12m

veut comparer la taille de la piscine de son

lycée a celle du lycée professionnel de la ville. 8m
Il tente de calculer son aire mais n’y arrive pas. ~Am,

Il pose le probléme a ses camarades de classe 4m

qui décident de 1’aider a déterminer 1’aire totale
de la piscine en construction.

A. CONTENU DE LA LECON
I. Notion de primitive

1. Définition
f est une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f surl , toute fonction F
dérivable sur I telle que fsoit la dérivée de F.

Remarque
A partir de la définition, on peut écrire :  pour tout x € I, F'(x) = f(x).

Exemple
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 3x% + 1.

Une primitive de fsur R est la fonction F telle que : F(x) = x3+x—9,

En effet : F est dérivable sur R et vx € R, F'(x) = 3x? + 1 = f(x).

EXERCICE DE FIXATION
Soit f'la fonction définie sur R par f(x) = 2x + 5.
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On donne les fonctions F, G, H dérivables sur R, la fonction P dérivable sur R* et définies
respectivement par :

1
F(x) =x% G(x) =x2+5x—7; H(x) =x%+5x ; P(x) = x? +5x+;
Parmi les fonctions F,G,H et P, cite celles qui sont des primitives de f sur R
Solution

On vérifie que : pour toutx € R, G'(x) = f(x) et H'(x) = f(x).
Donc G et H sont des primitives de f sur R.

2 . Propriétés
Propriétél : Condition d’existence d’une primitive
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur 1.

EXERCICE DE FIXATION
Soient f,g,h et u les fonctions de R vers R définies respectivement par :

0=x-1; g=r; hE@=Vk; u(-=

Entoure celles qui admettent des primitives sur R.

X
x2+1

Solution
On entoure fet u, car ces deux fonctions sont continues sur R.

Propriété2 : Ensemble des primitives dune fonction

Soit une fonction f continue, admettant une primitive F sur un intervalle 1.
Toute primitive de f sur I est de la forme : x = F(x) + ¢, ou c est un élément de R.
Conséquence : toute fonction continue admet une infinité de primitives.

EXERCICES DE FIXATION

Exercicel

3 2
Soient f et F les fonctions de R vers R et définies par : f(x) = x> —x et F(x) = X? - X?

Vérifie que F est une primitive de f sur R , puis trouve deux autres primitives G et H de f sur R.

Solution

vx € R, F'(x) = f(x). Donc, F est une primitive de fsur R .

Toutes les primitives de f sont de la forme : x » F(x) + ¢, avec c € R

Deux autres primitives de f sur R sont les fonctions G et H définies respectivement par :

3 2 3 2
G(x) =X;—X?—29 et H(x)=§—’%+ 546.

Exercice2
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Détermine les primitives sur ]0; +oo[ de la fonction f définie par f(x) = —Xiz .

Solution

Les primitives sur ]0; +oo[ de f sont les fonctions : x +— i +c, ou c€eR.

Propriété3 : La primitive d’une fonction vérifiant une condition initiale

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, x, un élément de I et y, un nombre réel .
Il existe une primitive de fsur I et une seule qui prend la valeur y, en x, .

EXERCICE DE FIXATION

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = 2x —1

On suppose que la fonction G définie par G(x) = x? — x est une primitive de g sur R . Détermine la

primitive H de g qui prend la valeur 5 en —1

Solution

La primitive cherchée H est de la forme H(x) = G(x) +c=x?> —x+c, ol c € R.

Cherchons ¢ :
H(-1)=5 < (-1)?—=(-1)+c=5. Dou: c=3
Donc: H(x) = x®> —x + 3.

Il. Détermination d’une primitive
1. Primitives de fonctions usuelles

Fonction f Primitives de f (c € R) Sur Pintervalle
x+—a (a € R) X—ax+c R
x—x" (reQ\{-1} 1 4 R,R,, R% ou R*
r+1
1 -1 R% ou R
— € 1 - + -
« |—>i X+ 2VX + C R
Vx
X —> COSX X — sinx + ¢ R
X — sinx X +— —Ccosx + ¢ R
2 |2 +kmo + kn ke z
Xn—)COSZX—1+tanx X > tanx 4+ ¢ > '3 ,
_ 2
X sin2x 1 + cotan®x X +— —cotanx + ¢ Jkm;m+ kn[,KkEZ

EXERCICE DE FIXATION
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Dans chacun des cas suivants, détermine toutes les primitives sur ]0; +oo[ de la fonction f
a. fx)=x% b fx)= Xis c. f(x)= x/3
Solution

a. x'—>ix4+c (ceR) b. X'—>—$+C (ceR) v X'—>—3X_§+C (ceR)

2. Opérations et compositions

Propriétél

Soient u et v deux fonctions admettant respectivement pour primitives sur un intervalle I les fonctions
UetV. kestunnombre réel.

e U+ V estune primitive sur I de la fonction u + v.

e KU est une primitive sur I de la fonction ku.

EXERCICE DE FIXATION
Dans chacun des cas suivants, détermine toutes les primitives sur R de la fonction f.
a. f(x)=x+sinx b. f(x) =sinx+cosx ¢ f(x)=8x>+5x—9

Solution
a. x'—>§x2—cosx+c (c €R)
b. x+ —cosx + sinx+ ¢ (c € R)
C. xv—>§x3+§x2—9x+c (ceR)

Propriété2

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et v une fonction dérivable sur un intervalle
contenant u(I).

Une primitive sur I de la fonction u’ x (v'ou) est la fonction v o u.

On en déduit le tableau suivant :

Fonction f Une primitive F de f Conditions
sur 1
uu" (reQ\{-1}) 1 4+ u>0 surl
r+ 11
u’ - u>0 surl
F (I‘ € Q \ {1}) (r _ 1)ur_1
u’ 2\/u u>0 surl
Vu
u’cosu sinu
X +— cos (ax + b) x — Zsin(ax + b) a#0
a
u'sinu —cosu
a
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EXERCICES DE FIXATION

Exercicel

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive F sur ]0; +oo[ de la fonction f.

a. f(x) =3sin2x b. f(x) =2vV2x+1 ; c. f(x)=

(3x+5)2

Solution

a. F(x)=3x (—lc052x) = —ECOSZX

b. f(x) =2(2x + 1)z Donc F(x) = _—(2x + 1)2+1 (2x + 1)2 .

2
1 1

c. FG)=- (2-1)(Bx+5)2"1  3x+5

Exercice2

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive H sur R de la fonction h.

2x+3 .
a h(x)=0Q2x+1D%?2+x+6)> b hK) = (ngﬁ c. h(x) = sinxcos®x
2x+1
d h() =y
Solution

a. h(x)= u’(x) x (u(x))3;avecu(x) = x2 + x + 6,donc H(x) = %(x2 +x+6)*
b. h(x) =

;avec u(x) = x? + 3x + 3,donc H(x) = — L

(u ( ))4' 3(x2+3x+3)3
c. h(x) = —u'(x) x (u(x))%avecu(x) = cos(x), donc H(x) = —lcos6x .
d. h(x) = &) ;avecu(x) = x2+x+ 1,doncH(x) = 2vx2 +x+ 1

Yok
B. SITUATION COMPLEXE

Le car loué par le lycée pour sa colonie de vacances doit effectuer un trajet de 1500 km.

Lorsque ce car roule a la vitesse moyenne v, exprimée en km/h, la dérivée de sa consommation C(v),

exprimée en litres pour 100 km, selon les études d’un expert sur ce type de véhicule, est donnée par la
. —-300

relation : C'(v) = la

location du car est qu 1l consomme 25 litres au 100 pour une vitesse moyenne de 60 km/h.

Le salaire horaire du chauffeur est de 900 F CFA et le litre de gasoil colte 600 F CFA.

Les organisateurs de la colonie veulent déterminer la vitesse moyenne a laquelle le chauffeur doit

rouler pour minimiser le co(t total du voyage. lls te sollicitent pour leur venir en aide.

Propose - leur une solution argumentée basée sur tes connaissances mathématiques.
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Solution
> Pour répondre a la préoccupation des organisateurs du voyage, nous utilisons les
primitives.
> Nous allons déterminer le cout total du voyage

Modélisation
e Détermination de C

mELUNE % on obtient : C(v) =

p2

300
v

une vitesse moyenne de 60 km/h, d’ou : C(60) = 25. Or €(60) =

De la relation C'(v) =
300

60
La formule donnant la consommation en litres pour 100 km est : C(v) = ?’vﬂ + g

e Détermination du codt total du voyage.

Ce co(t total P(v) dépend de la vitesse v.

La durée du trajet de 1500 km a la vitesse v, est t = ?

1500 _ 1350000
v - v

La consommation en litres pour 1500 km (1500 = 15 x 100) sera de 15C(v) = 15(? + g)

Le salaire du chauffeur sera donc 900 X

300
v

300
v

Comme le litre colte 600FCFA, alors le colt du carburant sera de : 600x 15(

4050000
P(v) = 222

+2)=9000(

+ 3000v.

e Calcul de la vitesse qui minimise le cot total du voyage (résolution du modéle)
Pour minimiser le co(t total du trajet, il faut étudier les variations de la fonction P.
Etudier les variations de la fonction P revient a étudier le signe de sa dérivée.

P est dérivable sur l'intervalle ]0; +oo [.

P'(v) = —‘4032000 + 3000

P(v) =0 v=+v1350=37, carv =0

v |0 V1350 +

P'(v)

- 0 +
P(o) \ ) /

m = P(v1350) = 220500

» conclusion
Pour minimiser le co(t total du voyage, le chauffeur doit rouler a une vitesse moyenne de 37 km/h.
L’organisation de cette colonie leur cotterait alors 220 500 FCFA.

D . EXERCICES
1. Exercices d’application

v
+3).

+ g + k. Le car consomme 25 litres au 100 pour

+%+k:25+k, donc k est nul.
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Exercicel
Réponds par VRAI (V) ou par Faux (F ) a chacune des affirmations suivantes

N° AFFIRMATIONS REPONSES

Une primitive sur R de la fonction définie par : f(x) = 3x? — 4x + 1 est la fonction
1. | définiepar: Fx) =x3—2x*+x—m

La primitive sur ]0; +oo[ de la fonction définie par p(x) = x — xiz - \/ii qui prend la

valeur —% en 1 est la fonction définie par P(x) = %xz + i —2Vx+1

3. | Une primitive sur un intervalle I de la fonction u'v + uv’ est la fonction u x v

Solution
1. V 2. F 3. V
Exercice2

Dans chacun des cas suivants, détermine les primitives sur I de la fonction f.

5
1 ) = (2x +5)2' _]_E’+Oo[
2. f(x)=(Bx+2)(3x*+4x+7)%; I=R
3
3, f(x)=‘/::T i 1=R,
solution

2
(Zx+5)2 ’

Donc, les primitives sur ]— > +oo[ de f sont de la forme : x +—

1. VXE]—— +00[ f(x) =

2(2X+5) +c (c € R).
2. VxeR ,f(x) = %(6){ +4)(Bx* +4x + 7)3.
Donc, les primitives sur R de f sont de la forme : x +— %(3x2 +4x+ 7)*+c (c € R).

3. Les primitives sur R, de fsont de la forme: x — 2vx* + 1+ c (c € R).

Exercice3
On donne les fonctions fet F définies sur ]0; +oo[ respectivement, par :
f(x) = x(5Vx + 4) et F(x) = 2x*(Vx + 1)

Démontre que F est une primitive de f sur ]0; +oo] .

Exercice4
Dans chacun des cas suivants détermine les primitives sur I de la fonction f.
1. f(x) = 22348 1=10; 409

2. f(x) = ; 1 =13; 400
3. f(x)—(x—l)(x —2x+5)3%; I=R
4. f(x) =sin(3x—§) I=R

2.  Exercices de renforcement

Exercice5
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On considere les fonctions fet F définies sur ]—oo; 2[ respectivement par :

f(x) = xv/3 — 2x et F(x) = (ax? + bx + ¢)V3 — 2x, ol a, b et c sont des nombres réels.
Détermine a, b et c pour que F soit une primitive de f sur ]—oo; %[

Réponse
Ona:Vx € ]—OO;Z[, F'(x) = f(x).
ax? +bx+c
F'(x) =f(x) © (2ax+b)V3 —2x — ——— =xV3 — 2x
(®) = f(x) & (2ax+ b)V =
& —5ax? + (6a— 3b)x + 3b — c = —2x?% + 3x.
—5a = -2
Par identification: {6a—3b =3
3b—c=0
On obtient: a =2 , b=—2 et c=—23 .
5 5 5

Exercice6
On donne les fonctions fet h définies sur R respectivement par :

—x342x%42 x*4+3x%-4x
f) =—a— o h®W="0
4x

1. Justifieque:vVx € R, h(x) = —f'(x) — G

2. Détermine la primitive H de h sur R , qui prend la valeur 2 en 0.

Réponse
1L vxeR,f'(x)= _(:::f;(zz - _XL(::)A‘ZX = _X4(13i21;24 - - (x::)z = —h(0) - (x24f1)2 :
Donc: h(x) = —f(x) — (X;‘:‘I)Z .
2. Ona: Vx€R, h(x) = —f’(x)—Zx()(zZ%)z .
La primitive cherchée H est de la forme: H(x) = —f(x) + X22+1 +c oluc€E R

H(0) = —f(0) + 2+ c = 2. Alors: ¢ =f(0) = 2.
Donc: Vx € R, H(xX) = —f(x) + =+ 2.

X241

Exercice7

On considere la fonction f définie sur R, par : f(x) = xcosx.
1. Calcule la dérivée de la fonction g définie sur R, par : g(x) = xsinx.
2. Déduis-en une primitive de f sur R.

Exercice8
Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur ]0; +oof.
sinx+cos sinx—xcos
1. f(x) = % 2. f(x) = %
Exercice9

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive F sur I de la fonction f.

—3x+1
1 f(x) = m ; 1=11; +oo]

2. f(x) =sin7xcos37x ; I = R
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3. f(x) = (3—-2x)sin(x*—3x+1); I=
4. f(x) = cos (3x ——) I=R
COS2X T
5. f(x) = o 11 Jo:3]
6. f(X) = ﬁ = ]1, +00[.
Exercicel0
. . i T T i _
Soit la fonction f définie sur ]_E_; 5[ ,par: f(x) = o
1. Veérifie que: = o
1-sinx COS“X

2. Déduis-en les primitives de f sur ]—g; g[

Exercicell
Sans linéariser 1’expression cos3xsin3x, détermine une primitive sur R de la fonction
f: x — cos3xsin3x.

3. Exercices d’approfondissement

Exercicel2
1. Linéariser I’expression cos*x.
2. Déduis-en les primitives sur R de la fonction : x — cos*x.

Réponse
2
1. cos* (1+C052X) = i(l + 2c0s2x + c0s?2x)
1 1 ) +1 2 _1+1 5 +1<1+cos4x>
cosx—4 5 COS2X + 708 2x = 7 + 5 cos2x + 7 5

3 1 1
cos*x = 5 5 c0s2x + - cos4x.
2. Les primitives sur R de la fonction : x — cos*x sont les fonctions :
3 1 . 1 .
X ==X+ 2 Sin2x + Esml}x +c¢ (c €R).

Exercicel3
x3-x2-8x+8
(x-2)?

1. Détermine trois nombres réels a, b et c tels que : Vx € |2; 4o, f(x) =ax+b +

Soit f la fonction définie sur ]2; +oo[ , par : f(x) =

2. Déduis-en les primitives de f sur ]2; +oo.

Réponse
1. A l’aide d’une division euclidienne onobtient:a=1, b=3 et c=—4.

2. Vx€]2;+0o, f(x) =x+3—

(x 2)2
Les primitives de f sur ]2; +oo[ sont de la forme : x +— §x2 +3x+ é +c (ceER).

Exerciceld

2)2 '
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On considere la fonction f définie sur E +oo[ , par : f(x) = sin3x — =k

Détermine les primitives de f sur E +oo[.

Exercicel5
On considere les fonctions h et g définies sur R, par : h(x) = cos?x et g(x) = sin?x.
1. Calcule h(x) + g(x).
Déduis-en la primitive S de h 4+ g sur R, qui s’annule en 0.
2. Détermine h(x) — g(x).
Déduis-en la primitive D de h — g sur R, qui s’annule en 0.
3. On désigne par H et G des primitives respectives de h et g sur R.
Déduis des questions précédentes H et G.

Exercicel6

. NP 1 : __ X
Soit h la fonction définie sur R\ {— E}’ par: h(x) = 2xt1)?
1

2

1. Détermine les nombres réels a et b tels que : Vx € R\{ } h(x) = ——+ b

(2x+1)2 ~ (2x+1)3 "
2. Déduis-en une primitive H de h sur ]—%; +oo[.
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Terminale D COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
Mathématiques

THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Durée : 14 heures Code :

LECON 05: FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE
Le médico-scolaire de ta commune organise une campagne de dépistage de la fievre typhoide dans ton
établissement. Apres avoir examiné n éléves pris au hasard, le médecin-chef affirme que la probabilité d’avoir
au moins un éléve non atteint de la fiévre typhoide dans cet établissement est de 1- (0,325) ".
Afin de sensibiliser davantage les éléves contre cette maladie, le chef de 1’établissement veut connaitre le
nombre minimum d’éléves tel que la proportion d’avoir au moins un éléve non atteint de la fievre typhoide soit
supérieur a 98%. Il sollicite ta classe.
Apreés plusieurs essais infructueux avec la calculatrice, la classe décide de s’informer sur la résolution de ce
type d’inéquation aupres de son professeur de mathématique.

B. CONTENU DE LA LECON

I- La fonction logarithme népérien

1. Définition
La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de la fonction x — % définie sur ]JO ; +oo[

et qui s’annule en 1.

2. Conséguences
eInN1=0
e [’ensemble de définition de la fonction In est O ; +oo].
e La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour tout x >0, In’(X) =

1
1 d
e Pour tout x>0, ~> 0, donc la fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +oo[.

3. Propriétés algébriques

Propriété fondamentale :
Pour tous réeels a et b strictement positifs,
In(axb)=Ina +Inb

Conséquences : Pour tous réels a et b strictement positifs :
e In>=-In(b) e In2=In(a) - In(b)

e pour tout r € Q ,In(a”) = rlIn(a), en particulier, In (\/5) = % In(a).

Exercice de fixation

Ecris sous la forme In a, ou a > 0, chacune des expressions suivantes :
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A:In8+ln10+ln% : B=In3x-In3 ,x>0 ; C:Inz+ln§—ln23
D=In(73)+2In49 E=4In25-21In+/5

Solution

A=1In8 + In10 + lnizln(sxwxi):lnz
40 40
3x

B = ln3x—ln3=ln<?)=lnx

c =1 3+l 8 In(23) =1In2 —1In(23) =1 (2>—l <1>
=Ing +Inz -In =1In2 —1In =In{zz)=In(7).

D=In((73+2In49=In(7"2) +1n (49%) =In(73 x 7*) = In7
E = 4In25- 2In/5=8In5- In5 = In5".

4. Equations, inéquations

Propriété : Pour tous réels a et b strictement positifs,
e Ina>Inb équivauta a>b
e Ina=Inb équivauta a=>b

e Inx=0 équivauta x=1
e Inx<0 équivauta 0<x<1
e INnXx>0 équivauta x>1

Le nombre réel e

La fonction In est continue et strictement croissante sur ]2 ; 3.
In2~=0,69etln3~1,09;commele]lIn2;In3[, il existe un unique réel noté e € ]2 ; 3[ tel que
In(e)=1.0na:e~2,718.

Remarque :
Pour tout nombre rationnel r, In (e") =r.

Résolution d’équations et d’inéquations

a) Equations du type In u(x) =m

Exemple de resolution
e Résous dans R, 1’équation : In(x) =3

solution
In(x) = 3 équivaut a x €]0; +oof et x = €3,
Sg = {e%}
e Résous dans R, 1’équation : In(2x —1) =-5

Solution

-5
In(2x — 1) = -5 équivauta x €] %; +oo[ et 2x— 1 = €. On obtient : x = = 2,

Sp = {e‘i+1}.

b)_Inéquations du type In u(x) <m

Résous dans R, I’inéquation : In(x + 1) < 2
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Solution
In(x + 1) < 2 équivaut a x €]—1; +oo[ et In(x + 1) < In (e?)

équivauta0 < x + 1 <e
Donc-1<x<e?—1.
S]R{ =]'l ; 92 — l[
¢)Equations du type a (Inx)2+bInx+c=0

Résous dansRR, I’équation : (Inx)2—-3Inx—-4=0.

Solution
L’ensemble de validité est] O ; +oo [.
On pose X =In X et on obtient I’équation : X2—-3X -4=0
A =25. Les solutions sont alors : X1=-1 et Xz =4.
On résout alors les équations :
Inx =-1 eton obtient: x =e?
Inx =4 eton obtient : x = e,

e Méthode : Pour résoudre une équation du type In u(x) =Inv(x) (respectivement une inéquation
du type Inu(x) > Inv(x)):

- on détermine I’ensemble de validité c’est a dire I’ensemble des réels x tels que u(x) >0etv(x) >0
(dans ce cas I’équation est bien définie);

- on résout dans cet ensemble 1’équation u(x) = v(x) (respectivement I’inéquation u(x) > v(X)).

e Exemple : Résous dans R, I’équation : In(x2 — 4) = In(3x).

L’équation sera alors résolue dans 1I’ensemble E = ]2 ; +oo[.

- de plus x2—4 = 3x signifie x2—-3x-4=0.

On trouve A = 25 et les solutionssont x; =-1 et xo=4.0r4 € E et -1 ¢ E,

donc la seule solution de I’équation In(x? —4) = In (3x) est 4.

e Résous dans R, I’inéquation : In(2x + 4) > In(6 — 2x).

e Oncherche les réels x telsque 2x + 4 >0 et 6 —2x >0, c’est a dire tels que X >-2 et x < 3.
L’inéquation doit alors étre résolue dans ’ensemble : E =]-2 ; 3[.

De plus, 2x + 4 > 6 — 2x équivauta x > % . L’ensemble des solutions est alors : E N [%; + oo, c’est a
dire [% ;3.

Exercices de fixation

Exercicel
Résous dansRR, I’équation : In (2x—4) =0

Solution

On cherche les nombres x tels que 2x —4 > 0

Or 2x —4 > 0, lorsque xe]2; +oof .

L’équation sera alors résolue dans I’ensemble V =] 2 ; + oo].

In(2x—4) =0 équivauta 2x—4=1,c’esta dire x =
donc Sk = {g}

N |

.Or=2¢E.
2
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Exercice2
Résous dansR, 1’inéquation : In(x — 10) <0

Solution
L’équation sera alors résolue dans I’ensemble E =] 10 ; + oo].

Deplus:x—-10<1.D’ou: x < 11.
L’ensemble des solutions est : Sg = E N]-c0 ; 11[c’est-a-dire] 10;11[.

5. Etude de la fonction In
a- limite en +0 et en 0
e lim In X = +co.

X—+00
e limlnx=-o0

x—0 . 5 . .
Conséquence : L.’axe des ordonnées est une asymptote verticale a la courbe représentative de la
fonction In.

b- Variation de la fonction In
la fonction In est dérivable et strictement croissante sur ]JO ; +oo[. On a:

0 +o0

In(x) /

=00

=R ] =X
+

+o0

(T) est la tangente a la courbe
représentative (C) de la fonction In
au point A d’abscisse 1.

Une équation de (T) est:y=x-1
La courbe est au-dessous de T sur
10 ; +oo[, donc pour tout x > 0,
Inx<x-1

.. l
e limite en +oo de %

Propriété : lim =X=0
X—>4+ 00
Démonstration_: f est la fonction définie sur JO ; +oof par f(x) =In x— 2\/;(.
‘- . sy~ 11 _1-Vx
f est dérivable sur ]O ; +oof, et pour tout x >0, f’(x) = T E =
Sur 10 ; +oof, f’(x) est du signe de 1 —/x. x |0 1 +00
Le tableau de variation permet d’affirmer que, pour f’(x) + 0 —
tout x>0, f(x) <0, c’esta dire Inx < 2\/;(, / -2
o 2 100 T
d’ou — < = = 0
Inx 2 . 2 . Inx
> <L— < — — = - =
Orpourtoutx>1, 0< — < " et xl_l)gloo " 0. Donc x1—1>r-|poo - 0.
e Autres limites
: — Inx
limx inx =0 i A+ lim _1
> x—0 X x-1x —1
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Exercices de fixation
Exercice 1

Calcule la limite en +oo de la fonction x> 2x — 3 — Inx

Solution
lim (2x—3 —Inx) = lim x(2 — > — ™%
Jm (2x =3 —Inx) = lim x(2-———)
liin x = 400
Or xore
lim 2-2-25=2
X—+00 X X

Donc : liJIrn (2x =3 —Inx) = 4o
X—+ 00

Exercice 2

Calcule :
a. la limite en 0 de x~ x3Inx

b. la limite en +c0 de x~ xIn (1 + %)

Solution

a. limx3Ilnx =limx? Xxxlnx =0
x—0 x—0

Car: limx?2=0 et limxlnx =0
x—0 x—-0

2
b.Ona:  xln (1 + ;2?):2 % ln(12+x)

X

Par composé et
P lim Z2=0 e ,n+n) _
x—+o00 X =
x—-0 X
2
Donc: lim xln (1 + —) =2
X—+o00 X

4. Etude de Fonction du type In u

1. Dérivées de In u et In|u|
Propriétés
e Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I,
alors la fonction Inu est dérivable sur letona: (Inu)’ = %’
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e Si u est une fonction dérivable et ne s’annulant pas sur un intervalle 1,
- ;7 = N u’
alors la fonction In |u | est dérivable sur l et: (In |u|)’ = —

Exercice de fixation

Dans chacun des cas suivants, précise I’ensemble de dérivabilité, puis détermine la dérivée de la
fonction f:
a. f(x)=In(x2+1) b. f(xX)=In|2x - 1|

Solution

a. Le polynéme u définie par u(x) = x2 + 1 est strictement positif et dérivable sur R.

Donc fest dérivable sur R et pour tout x € Rf’(X) = xfil.

b. Ona: 2x- 1+ 0 pour xqt%.
2
2x-1"

La fonction f est dérivable sur ]—oo;%[ et sur E +oo[ et pourtout x € R\ {%} , ') =

2. Primitive de =
Propriété
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, ne s’annulant pas sur I, alors, une primitive sur
| de la fonction % est la fonction In |u| .

Remarque

e Injul|=Inu si u>0surl;
e In|u| =In(—u) si u>O0surl/

Exercice de fixation

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive F de la fonction f sur I’intervalle K

a. f(x):i, K =]—o0;0[
b. f(X)—m, K=R
Solution

a. Une primitive sur ]-oo ; O[ de la fonction x+ i est donc la fonction x — In|x]|.
Or:pourtout x € |—0;0[ , x < 0. F(x) = In|x| = In(—x).
x3

b. Lafonction f:x+— xi+2 se présente sous la forme u;' avec u(x) = x* + 2.
Or:pourtout x € R, x*+2>0.Donc F(x) = In|x* + 2| = In(x* + 2).

I1. La fonction logarithme de base a

Définition :
On appelle fonction logarithme de base a (a >0 et a # 1) , notée log, , la fonction définie sur ]O ; +oo[

1
par : log,(x) = %
Remarque :
e Lafonction logarithme décimal, notée log, est la fonction définie sur ]O ; +oo[ par :
Inx
|Og X = nio "
e Pour tout entier relatif n, log (10") = n.
o log,(a)=1.

e log(1) =0, log(10) = 1.
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C. SITUATION COMPLEXE

A la fin de chaque mois, une nouvelle entreprise de fabrication de boissons gazeuses fait le bilan de ses recettes
du mois écoulé.

Un expert en finances et ami du chef de 1’entreprise, ayant obtenu des chiffres sur I’évolution financiére de
cette entreprise, fait une modélisation des recettes par la fonction r telle que :

pour toutx > 1,r(x) = 3x — xln%x,

ou x designe le nombre de mois d’existence de I’entreprise et (x) est exprimée en millions de francs CFA.

Le chef, pour surmonter d’éventuelles difficultés que pourrait connaitre son entreprise, voudrait savoir le mois a
partir duquel une baisse des recettes sera enregistrée, en vue d’accroitre le capital d’investissement.

Il te sollicite.

Réponds a la préoccupation du chef de 1’entreprise.

Solution

e Pour répondre a sa préoccupation je vais utiliser la fonction logarithme népérien.
e Apres avoir déterminé le sens de variation de la fonction je vais répondre a sa préoccupation.

Etudions le sens de variation de la fonction r sur [1; +oo[ et dressons son tableau de variation.
o r(1) =3+ In2
o Pour toutx € [1;4oo[, r'(x) =2 — ln%x.

r'(x) >0 © x < 2e?

vx € [1;2e?[, '(x) >0

On en déduit que : {
q Vx € |2e%;+oo[, () <0

Sens de variation de r

r est strictement croissante sur [1; 2e?[
r est strictement décroissante sur ]2e?; +oo|.
Tableau de variation

X 1 2e? +00

r'(x) + ’ -

r(x) / \
r(1) =3+ In2 -0

Ona: 14 <2e?<15.
L’entreprise va enregistrer une baisse de ses recettes mois a partir de son 15°™ mois d’existence.

D. EXERCICES

1. Exercices d’application
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Calcule les limites suivantes :

a. lim In(7x). e. lim In(x\/2).
. X . X
b. xl_l)r_Poo inx f. xl—l>r—noo In (_ E)
. . In (0,8x)
. x1—1>r-}poo(x B In(X)) g xl—l>r-{poo X
d. lim In(4-3x)
X——00
a. lim In(7)= lim In(X)=+c0; e. lim In(X\/E):)l}_rg In(X) =0
b. lim —= lim %=+00; f. lim ln(—f)z lim n(X) =+ o
x—+o00 Inx Xt == X——00 3 X—+o00

lim x =+ o

. s In(x)y _ X—+00 .
ol cIn6) = Jim - = o car] T ey
x—l>+o% 8x) * In (0,8x) In (X)
d. lim In(4-3x)=lim In(X)=+w ; g lim == |jm 08x2O = Jiym 08x2® =g
X——00 X—>+0 Xx—+00 x Xx—+00 0,8x X—+00 X

Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur I’intervalle K

a. f(X):ﬁ,Kz]—oo;g[
b. f(x) =2x—-7+

Solution
a. f admet pour primitive la fonction F avec F(x) = In|1 — 2x].
b. f admet pour primitive la fonction F avec F(X)=x2? — 7x + 4In|x — 9|.

Exercice 3

. . 1+1
Soit la fonction f: x > —= .
1-Inx

Justifie que la fonction f admet le tableau de variation ci-dessous :

X 10 e +00

+00 -1

f(x) ; _— _—

=00

Solution

f est une fonction dérivable sur ]0; +oo[ eton a:

, %x(l—lnx)+%x(1+lnx) 2
pour tout X € ]0; +oof, f '(x) = o7 = T

10; +oo, f '(x) >0 donc f est strictement croissante sur ]0; e[ et sur ]e; +oo[ d'ou le tableau de variation.

Onadonc : pour toutx €

2. Exercice de renforcement
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Exercice 4

a. Résous dans R, I’équation : In(2x — 3) = 2In(6 — x) — Inx
b. Résous dans R, I’inéquation: In24 + In(3 — x) < In(x + 1) + In(25x — 49)

Solution
a. In(2x —3) =2In(6 —x) — Inx

On cherche les réels x tels que 2x-3>0, et 6 —x>0etx > 0, c’est a dire tels que :
x>% , x <6 etx>0.

7 . . A r b . 3
L’équation doit alors étre résolue dans I’ensemble : E = ]E ; 6[

Ona: 2x —3 = &°

X
On obtient: x = 3 oux = —12.
3 € E, mais —12 ¢ E. Donc ’unique solution de 1’équation est 3.

b. In24 +1In(3 —x) <In(x + 1) + In(25x — 49)

On cherche les réels x telsque 3 —x >0, et x+ 1> 0 et 25x — 49 > 0, c’est a dire tels que :

x<3,x>-1 etx>§.

L’inéquation doit alors étre résolue dans I’ensemble : E = ]g ; 3[
Ona: 24(3—x) <(x+ 1)(25x —49)

25x2 —121>0
Alors : x E]—oo;—%[u]%;+oo[

On en déduit que I’ensemble des solutions de I’inéquation est :
¢ ]49 3[0 ] 11[U]11 4 [
= |==. oo ——| U == 10
R = [550 3| N =5V 5P

SR=]%;3[.

3. Exercice d’approfondissement

Exercice 5

1. Soit f la fonction définie sur JO ; +oof par: f(x) =x—-2-2xInx.
a. Détermine son sens de variation.
b. Déduis-en le signe de f(x).

2. Soit g la fonction définie sur ]J0 ; 2[U]2 ; +oo[ par : g(x) =

Inx
(x-2)%
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, I, J).
a. Calcule les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
Interpréte graphiquement les résultats obtenus.

b. Démontre que : pour tout x de ]0 ; 2[U]2 ; +oo[, g’(X) =

f(x)
x(x=2)3
c. Détermine le sens de variation de g et dresse son tableau de variation.
d. Détermine une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 1.
e. Construis (C) et (T) dans le repére (O,l, J) (unité 2 cm).

Solution
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1. a. Pourtoutx €]0; +oof , f'(x) = —1—2Inx

f'(x) >0 & x< e_%.
On en déduit que :
1
Vx € ]O;e_i[, f'(x)>0
1
Vx € ]e_i; +00[, f'(x) <0

Sens de variation de f

1
e f eststrictement croissante sur ]O; e‘E[

1
e f eststrictement décroissante sur ]e‘E; +oo[

a. Signe de f(x)

Utilisons le tableau de variation de f.

X 0 e 2 +00
@ ] + b -
=12
f(x) / ve \
0

2
Vx € ]0; +oo[, f(x) sﬁ—2<0

2. a. Limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

y () =i Inx _
lim g (x 1m(x_2)2—
lim g(x) =1i mx__ .

= _— = o0
1mg X im N G- 2)

Inx
hrn glx) = llrn m =+
Inx Inx 1

hm g(x)—llm— lim—X—=0x0=

—2)2 o
o(x—2)%2 xto X x—4+%

Interprétation graphique des résultats

e Les droites d’équations x = 0 et x = 2 sont des asymptotes verticales a (C).

e Ladroite d’équations y = 0 est une asymptote horizontale a (C) en +oo.

b. vx €]0; 2[U]2; +oo[,

1 1
=22 2(x-2)inx ((x-2)2-2(x-2)Inx _ (x-2)2-2x(x—2)Inx _ x—2-2xlnx _

f(x)

’
g (X) - (x—2)* - (x=2)* - x(x—2)* T x(x-2)3

c. Détermine le sens de variation de g.
Vx €]0; 2[U]2; 4+ , x > 0. Donc, le signe de g(x) est celui de

e Vx€]0;2[,(x—2)<0etf(x)<0,doncg’(x) >0

f()
—2)3

T x(x-2)3
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e Vx€]2;+o[,(x—2)3>0etf(x)<0,doncg’'(x) <0
Donc : g est strictement croissante sur ]0; 2[
g est strictement décroissante sur ]2; +oo[
Tableau de variation de g

X 0 2 400
g'(x) + -
+o0 || +o0
9 / \
—o0 0

d. Détermine une équation de la tangente (T ) a la courbe (C) au point d’abscisse 1.
Une équationde (T )est: y=g'(1D)(x—1) + g(1)
g()=0cet g'(1) =1
Donc, une équation de (T ) est: y =x — 1.

e. Construction de (C) et (T) dans le repére (O,1, J) (unité 2 cm).
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SECONDAIRE

T°D COTE D’IVOIRE — ECOLE NUMERIQUE
MATHEMATIQUES

THEME : CALCULS ALGEBRIQUES
DUREE : 16 heures CODE :

Lecon 6 : NOMBRES COMPLEXES

A -SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des ¢léves d'une classe de terminale s'interroge sur ce qu’ils viennent de découvrir a
I'exposition sur les journées mathématiques organisée par la Société Mathématique de Cote
d'lvoire (SMCI). Dans un stand sur les équations on peut lire :

Au début du XVIeme siecle, le mathématicien Scipione dal Ferro, propose une formule
donnant une solution de I'équation du 3éme degré x> + px = q

3;/q—w/qz+4»p3/27 n 3\/6]+1/q2+4p3/27
2 2

X =

A la fin du XVleme siécle, le mathématicien Bombelli applique cette formule a I'équation
x3 - 15x = 4.

Il obtient littéralement : x = Y2 — 11v—1 + V2 + 11V—1.

Les éléves sont intrigués par la notation v/—1 car depuis la classe de troisiéme ils savent que la
racine carrée d'un nombre négatif n'existe pas. Leur professeur de mathématique explique qu'en
mathématique, lorsqu'une équation n’a pas de solutions dans un ensemble, une démarche
naturelle (et historique) consiste a en chercher dans un ensemble plus grand. L’ensemble
numeérique le plus grand que 1’on a rencontré est R. Pourtant, 1’équation x> + 1 = 0 n’a pas de
solutions dans R. Il a fallu envisager un autre ensemble dans lequel I’équation ci-dessus admet
des solutions.

Les éléves décident d'en savoir d'avantage sur ce nouvel ensemble.

B - RESUME DE COURS

I. ETUDE ALGEBRIQUE

1. Notion de nombre complexe

a- Definition

on appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + iboua € R,b ER eti? = -1
L’ensemble des nombres complexes est noté C .

Propriété et définition

Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique sous la forme z = a + ib;
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La forme a + ib est appelée forme algébrique du nombre complexe.
Le nombre réel a est appelé la partie reelle du complexe, on note : a = Re(2).
Le nombre réel b est appelé la partie imaginaire du complexe, on note : b = Im(z2).

Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est un nombre complexe imaginaire pur.
L’ensemble des nombres complexes imaginaires purs est I’ensemble noté iR.

Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un nombre réel.
Ona: Rc C ¢t iR c C.
Le seul nombre complexe a la fois réel et imaginaire pur est le nombre nul 0.
Les calculs se font dans C comme dans R en tenant compte du fait que i? = —1.
Exemples :

e z =3 — 2i estun nombre complexe de partie réelle 3 et de partie imaginaire —2.
e z = 5i est un nombre complexe de partie réelle 0 et de partie imaginaire 5, z = 5i est
un complexe imaginaire pur.

b- Opérations dans C

Soientz = a +ib et z' = a’ + ib" deux nombres complexes donnés.

o z+z =(a+a)+i(b+Db");
o zXxXz =(aa'—bb")+i(ab" + a'b).

e Pour tout nombre complexe non nul, (a; b) # (0;0) et é: 4 ; P

—1 .
aZ+b? aZ+b2

. 1
e Soient z et z' deux nombres complexes tels que z # 0 ; Z;' =2z X ~.

Exercice de fixation

Donne la forme algébrique de chaque nombre complexe z :

2
1-3i°

Nz=Q+4)+(=5+0):2) z=2-)B+20):3)z=

Solution
Dz=Q2+4)+(-5+i)=2-5+(+1)i=-3+5i.

2)z=02-DB+2)=(2x3-(-1x2))+(2%x2+3%x(-1))i=8+1.

2 1 1 . (=3 Y _ (1 ,.3\_1, 3.
3)Z_1—3i_2x1—3i_2(12+(—3)2 l12+(—3)2)_2( ti )_ T3t

c) Propriété

Soit z et z’ deux nombres complexes.
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z =127 & Re(z) = Re(z') et Im(z) = Im(z").
z=0& Re(z) =0etIm(z) = 0.

Exercice de fixation
Soitz=a+2+i(b+5)etz' = -1+ 3i deux nombres complexes.
Détermine les réels a et b pour que z et z’ soient égaux.

z =27 & Re(z) = Re(z") et Im(z) = Im(z")
a+2=-1__. (a=-3
pas—z (i

z et z' sont égaux lorsque a = —3 et h = —2.

on a donc {

Remarque :

Pour tout nombre entier naturel n, ona: i*" = 1; i*"*1 = j; {42 = —1; {43 =
Exercice de fixation 1

Ca|CU|e i2019 et ilOOOOOOOOO

Solution

72019 _ i4><504+3 —— - 71000000000 — i4-><250000000 =1

i i ;i

Exercice de fixation 2
Détermine la forme algébrique du nombre complexe : (1 - 2i)°

Solution
(1—20)° = X CE157R(—20)*

(1—20)° = CQ15(=20)° + C51*(=2i) + C213(=20)% + C312(=2i)3 + C51(—20)?
+ C51°(=2i)°

(1-20)° =15(=2)° + 5 x 1*(=2i) + 10 x 13(=2i)? + 10 x 12(—=2i)3 + 5 x 1(—20)* +
1x 1°(=2i)°
(1-12i)5=1-10i —40 + 80i + 80 — 32i = 41 + 38i.

2. Conjugué d’un nombre complexe

Définition

Soit un nombre complexe ztelque z = a + iboua € R,b € R . Le nombre complexe
conjugué de z est le nombre complexe noté z tel que z = a — ib.

Exemples :
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Nz=1,2z=1;2)z=i;z=—-i;3) z=1+3i;z=1-3i;
4)z=2i-3;7Z=-3-2i

Propriété 1
Soit(z;z)eCxCneN
(i).Z = z.

(i) z+ 2 =Z+2;z+7Z=2Re(2) ;z—zZ = 2iTm(2).

n

|
N|

(iii).zxz' =2xz ;z

~ |

(iv). pour z # 0,6= Zé ; (Z;') =

N||N

(V). Pourz=a+ib,zxZz = a®+ b?

Exercice de fixation 1
1)Soit z = 1 — 3i un nombre complexe
Calcule:zx z,z+ zZetz — Z.

2) Détermine le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :

z=i(V2 — 3i)etz' = (4 + 3i) + (=5i- 1).

Solution
1)
zX 7 = (Re(2))? + (Im(2))? = 12 + (-3)% = 10.

z+Z=2Re(z) =2%x1=2.
z—27z=2iIm(z) = 2i(-3) = —6i.

2)

z=i(vV2 = 3i) =i(vV2 — 3i) = —i(V2+3i) =3 - iV2.
7 =4+3i+-5i—1=4—3i+5i—1=23+2i.
Conséquences :

) eC Gl T o L 2 T Xt
Pour tout (z;z") € C* X C; z zxz a?+b?’z  zxZ  a?+b?
Propriété 2
Soit z € C*;

(i-zeReIn(z) =027z =z

(ii)-z€i.Ro Re(2)=07z = —2z
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Exercice de fixation
. 2-3i ‘ . . .
Soit le nombre complexe z = FLL x € R. Détermine le nombre réel x tel que z soit :

1) Un nombre réel ;
2) Un nombre imaginaire pur.
Solution

Comme x € R alors le nombre complexe z est bien défini.

_2-3i _ (2-3)(x—i) _ 2x-3  .3x+2

x+i x2+12  x2+1 x2+1°
3x+2 2 .
DzeR e Im(z) = O@xzﬂ =0e3x+2=0ox= —E.zestdoncreel lorsque x =

2

3"

2) z est imaginaire pur & Re(z)=0

S—=0&2x-3=0 x =2 zestdonc

x<+1

. . 3
imaginaire pur lorsque x = >

3. Module d’un nombre complexe

Définition

Le module du nombre complexe z = a + ib est le nombre réel positif noté |z| tel que

|z] = VaZ + b2.

|z| =Vz X .
Exemple
13— 4i| =32+ (-4)2=V9+16 = V25 =5.
li| = 1.
Propriétés

Soit(z;z') eCxC,n€N:

(i). Siz=a,a € IR alors |z| = |a].

(ii). Siz=1ib,b € IR alors |z| = |b|.

(iii). [z| = |-z| = |zl; |z x 2| = |z|.1Z']; |z""| = |z|™.

zr| |z

z

. 1 1
(iv). Pourz # 0, |;| =

|z

(V). |z + Z'| < |z| + |Z'| (inégalité triangulaire).
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(vi). |z|? = zxZ = (Re(2))? + (Im(2))?

Exercice de fixation
Détermine le module du nombre complexe z chacun des cas suivants :

1)z=3-0)G3i —2);2)z=Q2+i) + (8—0);3)z= %;4)z=(3+i)3.

Solution
Dzl =1@-)Bi—2)| =13 —i| x[3i — 2| = /32 + (—1)2 x /32 + (-2)? = V130.

Dzl =12+ + B—-D)|=[2+8)+i(1—-1)|=]|10]| =10.

3)|Z|—|3_i _ 3=l _ V1o _ V5
“la-ivzl T |a-ivz2| T vis T 3

4) 1zl =13 + D = 13 +iI* = (V10)* = 10v10

I1- Représentation géométrique d’un nombre complexe

Dans la suite de ce chapitre, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; u,v’) ; on

I’appelle aussi plan complexe.

» A tout nombre complexe z = x + iy on associe le point M (x; y) du plan.
Reéciproguement a tout point A(a; b) du plan on associe le nombre complexe z, =

a + ib.

On établit ainsi une bijection entre C et P (plan).
Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe du point M. On note z,,.
Le point M (x; y) est le point image du nombre complexe z = x + iy . On note M(z) .

> On associe également a chaque vecteur w’(a; b) du plan le nombre complexe z =
a + ib appelé affixe du vecteur w’. On note z;> = a + bi.
Le vecteur w’(a; b) est le vecteur image du nombre complexe a + ib.

e (0,%) estappelé ’axe réel ;
e (0,7v) est ’axe imaginaire.

Soitw’, w’ deux vecteurs du plan, M et M’ deux points du plan et k € R.
Zywwi = Zw * Zwi  Zagn = Zmr — Zm € Zyg = k X Zgp

Exemple

Soit A(2 + i) et B(—4 + 7i) deux points du plan complexe.

Ona:zp=z5—24=—4+7i—2—i=—6+6i et
Zyq5 = 3 X z;5 = 3(—6 + 6i) = —18 + 18i.

Interprétation géométrique du module d’un nombre complexe.
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z est un nombre complexe de point image M. Le point M et le vecteur OM ont le méme affixe

||0—M|| = OM = |z| , on en déduit que le module d’un nombre complexe z d’image M est la
distance entre les points O et M.

|zaizi| = |20 — zu| = MM'.

I1l. FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL.

Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (0; u’,v").

1. Forme triconométrique d’un nombre complexe non nul

a. Arsument d’un nombre complexe non nul

Définition

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0; u’,v"), soit z € C*
d’image M.

Un argument du nombre complexe z est une mesure en radian de I’angle orienté
Ww;0M) .

Si @ est une mesure de I’angle orienté (u’; OM ) alors arg(z) = ¢ + 2km, k € Z
a
cos(@) = 5

b

Siz=a+ib,(a;b) # (0;0) et ¢ = arg (z) alors ona:y :
sm((p) = m

Sia # 0 alors tan(¢) = Z.

Remarque
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Tout nombre complexe non nul z admet un unique argument appartenant a 1’intervalle
|—m; m] appelé argument principal et noté Arg(z).

Exemples

(i). Pourz =a,a € R*;arg(z) = km,k €Z

(ii). Pour z = ib, b € R*;arg(z) = g + km, k € Z.
Exercice de fixation :

Détermine un argument du nombre complexe z dans chacun des cas suivants:

Dz=vV3+4i;2)z=1—-iV3 :3)z=1+1.

1) |z| = /(\/3—)2 + 12 = 2. Soit ¢ un argument de z .

V3
cos(g) =5

sin(¢) = >
arg(z) = %+ 2km  k € Z.

2) |z| = le + (—V/3)? = 2. Soit ¢ un argument de z .

cos(p) =

, on en déduit qu'un argument de z est — g et tout argument de z est de la

ﬁNIH
w

sin(p) =
forme : arg(z) = —§+ 2km  k € Z.

3) |z| = V12 + 12 = /2 . Soit ¢ un argument de z .

cos(p) = g
sin(g) = g
arg(z) = %+ 2km , k € Z.
Propriétés

Soient (z;z') e C* X C*,n €N :

o arg G) =arg(z) = —arg(z) + 2kn, k € Z
o arg(zxz') =arg(z) +arg(z’) + 2km,k €Z

, on en déduit qu’un argument de z est % et tout argument de z est de la forme :

on en déduit qu’un argument de z est % et tout argument de z est de la forme :
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o arg(z™) =n.arg(z) + 2kn,k €Z
o arg (Z;') = arg(z') — arg(z) + 2km, k € Z.

Exercice de fixation

Détermine un argument de chacun des nombres complexes suivants :

2= (-V3+)1-0;2) z=—==:;3) 2= (1 - D*(-V3 + )2

Solution
Posonsz; = —V3 +ietz, =1—i.
cos(¢) = sl
24| = \/(_\/g)z +12 =+/4 = 2 ; Soit ¢ un argument de z,, 2
sin(¢) =7
on en déduit qu’un argument de z est 5?71 et tout argument de z est de la forme :
¢ =2 +2kn keL
) cos(0) = £
|z,| = /12 + (—1)% = V2 ; Soit A un argument de z,,
\/_
sin(f) = —
on en déduit qu’un argument de z est — % et tout argument de z est de Ia forme :
0=—>+2kn,kez.
1)z =2z, X z, ,donc
arg(z) =arg(z,) + arg(z;) + 2kn = 5?” + _T” + 2kn = Z—Z + 2kn , k € Z.
2) z == ,donc
Z1
m 5w 137
arg(z) = arg(z,) —arg(z,) + 2kn = “17 % + 2km = BETE + 2km
_Ur + 2km, k € Z
T A

3) z = z,% x 2,3, donc
5m I8 11n
arg(z) = 2arg(z,) + 3arg(z,) + 2kn = 2 X 3 +3 X (— Z) + 2kn = ETA + 2km, k
EZ
Remarque
Si z est I’affixe du vecteur w” alors arg (z) est une mesure de 1’angle orienté (u , W)

Si z, et zg sont les affixes des points A et B alors arg (zz — z4) est une mesure de I’angle
orienté (W, AB)
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b. Forme trisonométrique d’un nombre complexe non nul

Définition

Soit z = a + ib un nombre complexe non nul ; r = |z| et 6 un argument de z.

z s’écrit de fagon unique sous la forme :

z =r(cos(0) + isin(6)).
Cette écriture est appelée la forme trigonométrique du nombre complexe z.

Exemples
2 +2i = 2V2(cos (7) +isin(3)) ; 4i = 4(cos (5) +isin(3)) ; 5= 5(cos (0) + isin(0)).
Exercice de fixation :

Détermine la forme trigonométrique du nombre complexe z = —3 + i.

Solution

cos(p) = 3°

2
. 1
sin(p) = ;

|z| = \/(—\/3—)2 +12 =+/4 = 2; Soit ¢ un argument de z,

Ly " 5 . . )
on en déduit qu’un argument de z est ?” et la forme trigonométrique de z est :

z = Z(COS(S?”) + isin(s?”)).

Passage d’une forme a ’autre :

(r =+a? + b?
| a
{ cosa = —
r
] b
k sina = —
r

Forme trigonométrique
Forme algébrique z = r(cosa + isina)
z=a+ bi
{a = rcosa
b = rsina

c. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.
On pose e'? = cos(0) + isin(0).

Définition
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Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 8 .

On appelle forme exponentielle de z I’écriture z = re'?,

Exemples

2 +2i =2V2e's ; 4i=4e'z; 5 = 5el.

Exercice de fixation

Détermine la forme exponentielle de chacun des nombres complexes z suivants.
Dz=1+4+i; 2)z=1+iV3.

Solution

1) |z] = V12 + 12 = V2 . Soit ¢ un argument de z .

cos(p) =7 | — |
Sz onen déduit qu’un argument de z est: " L’écriture exponentielle de z est:
sin(p) =5
z =/2e'.
2)3) |z| = /12 + (+/3)2 = 2. Soit ¢ un argument de z .
cos(y) =5 . . .
J3>onen déduit qu’un argument de z est: s L’écriture exponentielle de z est:
sin(p) =5
z=2e's.
Remarques :

» Pour déterminer la forme trigonométrique d’un nombre complexe on calcule d’abord

le module de z puis un argument de z.
» La forme trigonométrique d’un complexe est bien indiquée pour déterminer les
produits, les quotients ou les puissances d’un nombre complexe.

Propriété
Soient z = re® et z’ = r'e'® deux nombres complexes non nuls.

. ;L r'=r

M) Z_Z‘:’{<p=9+2kn,kez
. = _.,—i0 .1 _1 _ig

(i) z=re 'Y ; Z.—re :

(i) z'xz=rrel®+o)

(iv) Pourtoutn € N,,z" = r"e'™f,
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(v) Z;’ = gei(tp—a)

Exercice de fixation

1+i

1+iv3 '

Détermine la forme exponentielle de z =
Solution
Z=i—1 aveCz; = 1+i et z, =1+iV3.
2

.TT .TT
Zl - V2 ><elZ etZ2 = 2Xel§

.TT
U . T T . TT
= Z—1 = \Exe_rf = \/—2_ X el(Z_E) = E X e_lﬁ_
22 2xe'3s 2
Remarque

arg (M) = mes(ﬁ, R) + 2km.

ZB—ZA

2. Formule de MOIVRE et applications

a- Formule de Moivre

Propriété

Soit 6 € R et pourtoutn € Z .
Ona:(cos(@) + isin(8))™ = cos(nh) + isin(nh).
On appelle cette propriété la formule de Moivre.

Exercice de fixation
Soitz = (& + i 3300,
2 2
En utilisant la formule de Moivre justifie que : z = 1.

Solution

1

2= G+ = (cos (3) + isin(2))*® = cos (o) + isin

2
z = cos (100m) + isin(100m) = 1.

b. Formules ’EULER

Propriété

3007

)
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SoitOeER etn€eZ;

i6 | -6 ] i6_,—i6
COS(B) =2 et 31n(9) =¢ ?
2 21
S inb 4 o—inb . inf_ ,—in6
En général : cos(n@) = % et sin(n@) = %
Remarque

Les formules d’Euler permettent de linéariser des expressions du type cos™(x)ou sin™(x).

Exercice de fixation
Soit @ un nombre réel et n un nombre entier relatif.
Exprime cos*(a) en fonction cos na et sin na.
Solution
cos*(@) = ((——)*
COS4(O_’) — E(Ci)(ela)zl(e—la)o + Ci(ela)3(€_m) + Cf(ela)z(e—ux)z + C43(ewc)1(e—wz)3
+ C;}(eia)O(e—ia)éL
COS4(C¥) — 1_16(ei4a + 4ei3ae—ia + 6ei2ae—i2a + 4_eiae—i3a + e—i4a)
cos*(a)= 11—6(ei4“ + 4e12% 4 6 + 4o 712 4 oH@)
cos*(a)= %6(61'4“ + e 4 4(e2% 4 e712%) 1 6)
cos*(a) = 1—16(2 cos(4a) + 8cos(2a) + 6)
4 1 1 3
cos*(a) = gcos(4a) + Ecos(Za) +

111- EQUATIONS DANS C

1.Résolutions d’équations dans C

1°) Racines carrées d’un nombre complexe.

a- Définition

Soit un nombre complexe z,, on appelle racine carrée du complexe, z, tout nombre
complexe ztel que : z2 =z, .

Meéthode
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x*+y? =|z| (1)
Soit z=x+1iy;z>=2zy & {x?—y?=Re(zy) (2)
2xy = Im(z,y) (3)

b- Remarques :

= Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposees.

= Siz, € R avecz, > 0 alors les racines carrées de z, sont :

- ZO et Zo.

» Siz, € Ravec z, < 0 alors les racines carrées de Z, sont
AN

Exercice de fixation.

Détermine les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :
1)Z, = 8 — 6i.
2) zyg = =5
Solution
1)
|Z] = /82 + (—=6)Z = V100 = 10.

x2+y2=10 (1)
Soit z = x + iy une racine carrée de z,.Ona:q x* —y* =8 (2)
2xy = —6 (3)
(1) + (2) entraine 2x? =18 @ x> =9 x=-3oux =3
En remplacgant x par 3dans(3) onay = —1.

Donc les racines carréesde Z, =8 —6isont3 —i et —3 + i.

2) (iv/5)2 = —5i, donc les racines carrés de z, = —5 sont —iv/5 et iV/5.

2. Equations du second degré.

Propriété

Soit a, b et ¢ sont des nombres complexes avec a # 0. Soit A= b? — 4ac.

Si & est une racine carrée de A, alors les solutions de I’équation az? + bz + ¢ = 0 sont :

—-b-6 —b+6
et Zy =

2a '
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Exercice de fixation

Résoudre dans C chacune des équations suivantes :
1) (E):z>+5z—14=0.

2) (Ey):z2—2iz—1=0.

3) (E3):z% + 2iz+3 = 0.

4) (Ey):z>—(1+Dz+2—-i=0.
Solution

1)

(E)):z>+5z—14=0.

A= 81 .0Onobtient S = {—-7: — 2}.
2)

(Ep):z2—2iz—1=0.

A= 0.0On obtient S = {i}.

3)

(E3):z%> 4+ 2iz+3=0.

A= —16 = 16i% = (4i)?. Une racines carrée de —16 est 4i.

On obtient § = {—3i;i}.

4)

(E):z2—(1+i)z+2-i=0.

A= —8+ 6i . Soit § = x + iy une racine carrée de A.

x*—y*=-8 (1
x2+y?2=10 (2)
2xy =6 3)

MD+R2)=x=1oux=-1.

En remplacant x par 1 dans (3)ona 6 = 1+ 3i.

—(-1-i)—(1+3i)  1+i—-1-3i —2i
Z1 = = = — = —1
2%x1 2 2
—(=1-i0)+(1+3i 1+i+1+3i 2+4i .
7, = (143D = =22 =142

2X1 2
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On obtient § = {—i;1 + 2i}.

Remargues :

o Sia,betcdesréels avec a # 0 et A= b?> — 4ac < 0 alors I’équation
az? + bz + ¢ = 0 adeux solutions complexes conjuguées.

o Pour résoudre une équation du second degre dans C, on a pas besoin de
déterminer les deux racines carrees de A.

3°) Racine n-iéme d’un nombre complexe.

a. Racine n-iéme d’un nombre complexe.

Définition

Soit un nombre complexe Z, # 0 et n € N avec n = 2. On appelle racine n-ieme de Z0

tout nombre complexe z tel que z™ = Z,.
Propriété 1

.0+2km

Soit Z, = Re' ; les racines n-ieme de Z, sont z, = VR x e " n aveck €
{0;1;...;n—1}

Propriété 2

Les racines n-iéme d’un nombre complexe sont les affixes des sommets d’un polygone
régulier de n cotés inscrit dans un cercle de rayon VR .

Exercice de fixation
Soit: Z = 8(1 + iV3).
Détermine les racines 4-iéme de Z.

Solution

Ona: Z =16 (cosE + isinz).
3 3

Soit z = p(cosx + isinx) , p >0 et x € R. Alors z* = p*(cosdx + isin4dx).

. p* =16 . p=2
=7 4x =2+ 2km, k€L D ou: x:%#‘?” , k€{0;1;2:3}

e Pourk=0, x=—, Zyg =2 (cosl+isin£)
12 12 12
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7
e Pourk=1, x ==,
12
13
e Pourk=2, x=—2
12
191

e Pourk=3, x =—
12

7T . . I
z, =2 (cos— + Lsm—)
12 12
131 . . 13m
, Zp =2 (cos—+ Lsm—)
12 12

191 . . 19m
, Z3 =2 (cos—+ lsm—).
12 12

Les racines 4-ieme de Z sont z, ; z;; z, et zs.

b. Racine n-iéme de ’unité.

Définition :

Une racine n-iéme de 1’unité est une solution dans C de 1’équation : z" = 1.

Les racines n-iéme de ’unité sont :

2km x
zy=e'n = cos(zTn) +

Exercice de fixation :

Détermine les racines n-

isin(%) avec k € {0;1;...;n — 1}.

iéme de 1’unité dans chacun des cas suivants.

Dn=2;2)n=3;3)n=4;4)n=>5.

Solution
v
v
v
v
Remarques :

Pourn=2;z%=1.

.2km

Les solutions : z, = e" 2 ,k € {0; 1} ; soit zy = 1l et z; = —1.

Pourn=3:z3 = 1.

.2km
Les solutions : z, = e = ,k € {0;1;3}
1 . V3 1 . V3
Zo=1; zlz——+l£ etZZZ———lE.
2 2 2 2

Onposej=—%+i£,ona:j2:f etj?+j+1=0.

2

Pour n=4; z* = 1.

.2km
Les solutions : z, = e+ ,k € {0;1;2; 3} ; soit
ZO=1; lei; Z2=_1;Z3=_i.

Pourn=5:2z5=1.

.2km

Les solutions : z, = e s,k € {0;1;2; 3; 4}.
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o Les images des racines n-iéme de 1’unité sont les sommets d’un n-polygone
régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.

o Sizg # 1 estuneracine n-iéme de I’unité alors z;, = z,,_y.

o Sizy # 1 estune racine n-iéme de I’unité alors les racines n-iéme de I’unité
sont: z, = z,* avec k € {0;1;..;n— 1}.

o Siz,k€{0;1;..;n— 1} sont les racines n-iéme de 1’unité
alors.)y-oz;x = 0.

Si z, est une racine n-ieme de Z, alors les racines n-ieme de Z, sont

.2km
Z, =zo X e n aveck € {0;1;...;n— 1}.

C- SITUATION COMPLEXE

Des éleves d’une classe de terminale scientifique découvrent en préparant un exposé sur les
ensembles de nombres dans la bibliotheque de leur Lyceée, la propriété suivante :

« On dit qu’un entier naturel A est la somme de deux carrés, s’il existe deux entiers
naturels x et y tels que A = x? + y* . Si A est la somme de deux carrés, alors A™ est
aussi la somme de deux carrés pour pour tout entiern > 1 » .

Un éléve ne faisant pas partie du groupe chargé de I’exposé ne comprend pas cette
information. 1l sollicite ses camarades pour 1’aider.

I1Is informent leur professeur de mathématique, qui leur dit d’utiliser leur connaissance sur les
nombres pour Vérifier cette information.

Demontre cette proprieté pour ton ami.

Solution
» Pour confirmer cette information, je vais utiliser les nombres complexes.
» J’utilise un nombre complexe bien choisi.
» Le carré du module de ce nombre complexe est le nombre que je choisis.
> Développement :
> SoitA =x2+y2 Posonsz =x +iy avecx € Zety € 7.

Ona:A = |z|%
Soit ne N,n # 0.
e En utilisant un raisonnement par récurrence, je justifie que pour tout n >
1,z" = x, + iy, avecx, €EZ et y, € L.
zl =z =x+1iy avecx € Z ety € Z. La propriété est vraie au rang 1.
Soitn e N,n > 1;
Supposons que z"* = x,, + iy, avec x, € Z et y, € Z (R);
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Démontrons que z™! = x4 + iYp41 avec xp1 EZ et y,.q €L
z"1 =z x 2" = (x + iy) (x, + iy,) d’aprés (R).
z" = (xxn - yyn) + i(yxn + xYp)

2" = Xpiq + Ypeq avec Xnyq = (XX — yYn) €L et Ypyq = (yxn + xyn) € L.

La propriété est vraie au rang n+1.
Conclusion : pour toutn > 1,z" = x,, + iy, avecx, € Z et y, € Z.
Siz=x+iy avecx € Zety € Z alors

e SoitA = x?+y2.
On a:A = |z|?.
Soitn € N,n > 1.
A" = (121" = (12")? = x2* + y %

» Conclusion : si A est la somme de deux carreés, alors A™ est aussi la somme de deux
carrés.

D- EXERCICES

1. EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Ecris sous forme algébrique les nombres complexes suivants :z = (1 +i)(v/3 + i) et z’'
1+i

V3+i
Solution
z=A+)(3+i) =V3+i+iV3+i2=V3-1+i(1+V3)
gLt 1+)E3-1) =(\/§+1)+i(\/§—1)=(\/§+1)+i(\/§—1)
V3+i (V3+DE3-10) 4 4 4
Exercice 2

Ecris chacun des nombres complexes 1 + i et /3 + i sous forme trigonométrique et sous
forme exponentielle :

Solution
o |1+il=+2
Soit x= arg (1 + i)
V2
. COSC!=7 -
Ona: . ﬁ:>“_2
sma=7

Donc1+4+i= \/E(cos% + isin%) = \/Eeiz
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e |[V3+i|=2
Soit @ = arg (1 +1i)

Ona:

DoncvV3+i=2 (cos% + ising) = 2¢e%

2. EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice3

Ondonne:Z = (1 +i)(vV3 +1)

1. Ecris le nombre complexe Z sous forme trigonométrique et sous forme algébrique.
ST 5 . 5
2. Déduis-en les valeurs exactes de cos — et sin—.

Exercice4
Résous dans CI’équation suivante

(-2+ )z + (4 —-5)z+3—-i=0

3. EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, €;, €,). Unité graphique : 2cm
1) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6i
2) On considére le polynéme P défini par P(z) = z3 + (=1 + i)z? + (2 + 2i)z + 8i
a) Demontrer que P(z) admet une unique racine imaginaire pure ai qu’on déterminera
b) Déterminer les complexes a; b et ¢ tels que P(z) = (z — ai)(az? + bz + ¢)
c) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0
3) On considére les points A; B et C d’affixes respectives —1 — i; 2 — 2i et 2i
a) Placer les points 4; B et C

b) Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier votre réponse
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¢) Déterminer I’affixe du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un parallélogramme
4) On considere le point E d’affixe 2 + 2i
a) Placer le point E

b) Démontrer que les points A4; B; C et E sont situés sur un méme cercle dont on précisera
le centre et le rayon

Solution
1) Déterminons les racines carrées de8 — 6i

Posons:Z =8—-6i. |Z| =10
Soit: z=x+iy (x€R,y€R)

x?+y? =10
7’=7< x2—y2—8
2xy = —6

2x% =18

x>=9 ,dou x=3o0ux=-3.

Pour x = 3, 2X3y=—6. Douy=-1

Pourx =-3, 2X(-3)y=—-6. Douy=1

Donc, les racines carrées de 8 — 6i sont: 3 —i et —3 +1i.

2) P(z2) =23+ (—-14+1)z?+ (2+ 2i)z + 8i

a) Demontrons que P(z) admet une unique racine imaginaire pure ai
aiest une racine imaginaire pure de P(z)signifie que :
(i)®+(-1+)x(ai)?+2+2)Xai+8i=0

—iod+a?—ia?+2ia—2a+8i=0
a’?—2a+i(—<E—a?+2a+8)=0

a’?—-2a=0

On obtient le systéme : {
y —o3—g? +2a+8=0

a’?—2a=0=a=0o0ua=2
Ona: —03—-0%242%x04+48=8, 8+0
—23-2242%x24+8=-8—-44+4+8=-12+4+12=0

Donc, la racine imaginaire pure de P(z) est 2i.
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b) Déterminer les complexes a; b et ¢ tels que P(z) = (z — ai)(az? + bz + ¢)
Ona:P(z) =(z—2i)(az?+bz+c) =az?+ bz? + cz — 2iaz? — 2ibz — 2ic
=az3®+ (b —2ia)z%? + (c — 2ib)z — 2ic
a=1
b—2ia=-1+i

c—2ib=2+2i
—2ic = 8i

Par identification :

Onendéduitque:a=1, b=—-1+3i , c=—4
Dou: P(z) =(z—20)[z?+ (—1+3i)z— 4]
¢) Résolvons dans C, I’équation P(z) = 0
P(2)=0=z—-2i=0o0uz?+(-1+3i)z—4=0
z=2iA=(-1+3i)?—-4Xx1x(—4) =8—6i
D’aprées la question 1, les racines carrées de A sont: 3 —i et —3 + i.

_ 1-3i+3-i 1-3i—3+i

Zl_ > :2_2l etZZZ 2 :_1_l

Donc S¢c ={2i;2—-2i; —1—i}.
3) a) Plagons les points A, B et € (Voir graphique)
b) Nature du triangle ABC

Zg—z4 2-2i+1+i 3—i —i(1+3i)
Zc—2z,  2i+14i  14+3i  1+3i

Donc, le triangle ABC est rectangle et isocéle en A.
¢) Déterminons I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme
Pour que ABCD soit un parallélogramme il faut : zz; = z5;
Zp — Zc = Z4 — Zp
Zp—2i=—1—0—2+2i. Dou: zp =-3+3i
4) a) Placons le point E d’affixe 2 + 2i (\Voir graphique)

b) Démontrer que les points A; B; C et E sont situés sur un méme cercle.

e Letriangle ABC étant rectangle en A, donc il est inscrit dans le cercle de diametre [BC].

Zc—Zg __ 21—2-21 __ -2 1

=2 =_2

zZp—zp  2-2i-2-2i —4i 2
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- %i € iR", alors le triangle BCE est rectangle en E.

Donc, il est inscrit dans le cercle de diamétre [BC].

Ainsi, les points 4; B; C et E sont situés sur le cercle de diametre [BC].

Son centre est le milieu de [BC]. Son affixe est # =1, donc ¢’est le point .

Exercice 6

1) Détermine le module, un argument, la partie imaginaire et la partie réelle des racines
quatriemes de - i

2) Place dans le plan complexe les points images de ces racines

3) Calcule la somme et le produit de ces racines

Exercice 7
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U; V) d’unité 1 cm.

On considére dans C I’équation (E):z3+ (=8 +i)z? + (17 — 8i)z + 17i = 0.
1) Démontrer que (E ) admet une solution imaginaire pure z, que 1’on précisera.
2) Determiner les nombres complexes a et b tels que :

23+ (-8+4+i)z2+ (17 -8i)z+ 17i = (z — z9)(z* + az + b)

3) Résoudre I’équation (E).
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4) Soit A, B et C les points d’affixes respectives 4 +i, 4 —i et-1.
a) Placer ces points dans le repére (0; U; V)

b) Q est le point d’affixe 2. Calculer I’affixe du point S tel que QAS soit un triangle isocéle et
rectangle en Q de sens direct.

c) Démontrer que les points B, A, S et C appartiennent a un méme cercle (I' ) dont on
précisera le centre et le rayon.

V-DOCUMENTS

Collection Inter Africain de Mathématiques (CIAM) TERMINALE SM
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TleD

i COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
Mathématiques

THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Lecon 7 : FONCTIONS EXPONENTIELLES ET FONCTIONS PUISSANCES

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pour son premier stage pratique dans I’infirmerie de ton établissement, un étudiant en médecine regoit un éleve
malade. Il lui donne un médicament qu’il prend immédiatement.

La fonction qui modélise la masse M, en mg de ce médicament encore présent dans le sang, t heures aprés sa
prise, est la fonction telle que : M(t) = 50.e %7

L’étudiant affirme que la prochaine prise de ce médicament se fera lorsque le taux de présence dans le corps
de la premiére prise est en dessous de 20%.

L’éléve malade veut savoir quand il pourra effectuer la prochaine prise. Pour cela il te sollicite.

Motivés pour la cause, les éléves de la classe s’organisent et décident de faire des recherches sur le
comportement de cette fonction.

B-CONTENU DE LA LECON

I. FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1. DEFINITION - PROPRIETES ALGEBRIQUES

a) Définition

On appelle fonction exponentielle népérienne, notée exp, la bijection réciproque de la fonction
logarithme népérien.

Notation :
exp: R— ]O;+oo[
x — exp(x)

Pour tout nombre réel x, le nombre exp (x) se note également e* : exp(x) = e*.

b) Consequences

= La fonction exponentielle est définie sur R
= Pour tout nombre réel x et pour tout nombre réel strictement positif y,ona:e* =y < x =lny

= Pour tout réel x, €*> 0
] eo :1 : el =e
= Pour tout nombre xe]0;+x[ , ona: e =x

= Pour tout nombreréel y, ona: In(e¥) =y

= La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
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c) Propriétés algébrigues

Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, ona:
e x eb — ea+b e—b — i i ea—b et (ea)r — eaxr

Exercice de fixation

i i + e
Ecris plus S|mplement:ln\/g - glrind) -
e

Solution

1
= 1 -
|nx/€=ln(eZ)= S Wt px pin3 30x . S p2xeX oy
e

d) Equations et inéquations

Propriété
Pour tous nombres réelsaetb,ona:e? <e? @ a<b et e*=e? a=»>

Exercice de fixation
Résous dans R chacune les équations suivantes :

1) e2x—1 — ex+5

2) e¥ 2 =5

3) e+ e¥—6=0

Corrige

1) Ensemble de validité V 2) Ensemble de validité V 3) Ensemble de validité V
V =R V =R V =R
e2x—1 — ex+5 e 2 =5 e2x +eX—6=0

S2x—1=x+5 & e¥ 2 = elns o y
Sx=6 & x—2=1In5 S )+ e’ -6=0

Posons : X = e*. Donc X >0
L’équation devient : X2+ X — 6 =0
Résolution de cette équation :
A=1+ (—4) X (-6) = 25 = 52
X_—1—5 X_—1+5

—T 2 T
X=—3 ou X=2,
X = - 3 est impossible car X > 0.
X=22e=2<x=1In2

S x=2+1In5

Comme 6 €V, S ={6}
2+1In5€V,Sg ={2 +In5}

In2 € V, Sk ={In2}
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Résous dans R chacune les inéquations suivantes :

1) e?*1<8
2) eX— 5eX+ 6=>0
Corrigé

1)Ensemble de validité V
V=R
eZX—l < 8

< In (e 1) <In8

= 2x— 1< 1n8
1+In8

S X<

1+In8
=4= ]—oo; [

1+ In8
SR:V”]_“" 2 [

1 +ln8[
2

e

2)eX—5eX—6=>0
Ensemble de validité¢ V:V =R

Posons e* = X,doncX>0 .Ona X?—-5X+6>0

A=25-24=1
X=2 ou X=3
Etudions le signe de X?> —5X + 6
X — 2 3 +oo
X2 —5X+6 + Jo] - Jo| +

X? —5X+6 >0 & Xe]—0; 2] U [3; +o

D’ou e?* —
S eX¥<2oue*>3

S x<In2oux=In3

& X € |—00;In2] U [In3; + o[

Sg = VN (]—;In2] U [In3; +oo[)
= ]—00;In2] U [In3; + o[

5eX— 6 >0 & e*e|—;2] U [3; 400

2- ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

a) Limites de référence

lim e*=0;

X—>—00 xX—+00

Exercice de fixation

Calcule les limites suivantes : lim (x + 1) e*

Solution

. lim (x+1)e*=

X—>—00

lim e* = +o0 ;

X——00

lim (xe*+e*) =0 car {
X—>—00

. e* . e¥-1
lim —= 4o et lim
x-0 X

lim xe*=0;

X——00

et lim x(e™ +1)
X—+ 00

lim xe* =0

X—>—00

lim e* =0

X——00

lim x = 4o

. lim x(e™ + 1) = lim x(ix + 1) = 400 car { e
X—+00 x—+00 \e Iim =41 =1
x—+o0 e*

b) Dérivée

=1

La fonction exponentielle népérienne est dérivable sur R et sa fonction dérivée est :x +— e*
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3 Tableau de variation et courbe représentative

La fonction exponentielle népérienne est strictement croissante sur R.

&

©

exp’(x) -

+oo
exp(x) / o e

3. DERIVEES - PRIMITIVES

a) Dérivée de la fonction x + e*™

Propriété
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors la fonction x — e*®) est dérivable sur K

Pour tout x élémentde Kona:ona: (e*)'(x) = u'(x) x e*®
Exercice de fixation
Calcule les dérivées sur IR des fonctions suivantes : f(x) = e295% gt g(x) = e* ~4x~1
Solution

e Pour tout nombre réel x, f'(x) = (_zginx)euo:x
e Pour tout nombre réel x,g'(x) = (—3x? — 4)e* 41

b) Primitive de la fonction : x = u'(x) x e*®
Propriété
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K alors la fonction : x ~ u'(x) x e*™) a pour
primitives sur K , les fonctions : x - e*® 4+ ¢ avec c € R

Exercice de fixation

Détermine sur R les primitives de chacune des fonctions suivantes :
a) f(x) = e¥, b) f(x) = (sin2x)ec0s?%, ¢) f(x) = xe¥’

Solution

a) Déterminons les primitives de la fonction f telle que : f(x) = e* sur R..
Les primitives de f sur R, sont les fonctions F telles que : F(x) = e* + a (a€ER)

b) Déterminons les primitives de la fonction f telle : f(x) = (sin2x)e°S?* sur R .
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Soit u(x) = cos2x et u’(x) = —2sin2x ,0na: u'(x)e"® = —2(sin2x)e s ;f(x) = _?1 u'(x)ev'®
Les primitives de f sur R sont les fonctions F telles que : F(x) = —%eCOSZX + a (aER).
c) Déterminons les primitives de la fonction f telle que : f(x) = xeX" surR .

Soitu(x) = x?etu’(x) = 2x,ona: u'(x)e'® = 2xeX” ; f(x) = % u'(x)e'™

Les primitives de f sur R sont les fonctions F telles que : F(x) = %exz +a (aeER)

1. FONCTIONS EXPONENTIELLES ET FONCTIONS PUISSANCES

1- Fonction exponentielle de base a

a- Définition
Soit a est un nombre réel strictement positif.
On appelle fonction exponentielle de base a, notée exp, , la fonction: x — a* et
définie sur R par : exp,(x) = a* = e¥!n@

Remarques
« Pour tout nombre réel x, a* > 0

« La fonction exponentielle de base 1 est la fonction constante : x — 1
+ La fonction exponentielle de base e est la fonction exponentielle népérienne
Exercice de fixation

Exprime sous forme e*®) les expressions suivantes : 5* et 12*

Solution
5x — exlnS et 12% = exlnlz

b- Dérivée et sens de variation de la fonction exp,
Propriété

= Pour tout nombre réel a strictement positif et différent de 1, la fonction exp, est
dérivable sur R et pour tout nombre réel x on a: exp,'(x) = In(a) X a*

*Si 0<a<1,In(a) <0 alors lafonction exp, est strictement décroissante sur R.
*Si a>1,In(a) >0 alors lafonction exp, est strictement croissante sur R .

Conséquence

Pour tout nombre réel strictement positif a, et pour tous nombres réels x ety ona:
> a*=a" oS x=y
» Si0<a<1l,alors a*<a’ x>y
» Sia>1,alors a*<a’ = x<y

c- Limites de référence

» Sio<a<1,alors lim a*=0 et lim a* =+

X—>+00 X——00
» Sia>1,alors lim a*=+c et lim a* =0
xX—+o X——00
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d- Représentation graphique

Exercice de fixation
Résoudre dans R

l) 2x—9 — 83x+1

2) (0,7)—96 — (0’7)—5x+1

Solution 5 X
1) 2879 = 891 e 2770 = 2307 o x 9 =33x+1) @ x =] Sp = {2}

2) (07)7F< (07 @ —x >-5x+1ex>1;Sg=x€ |5 +oof

2- Fonctions puissances d’exposant o
a- Définition
Soit @ un nombre réel non nul.
On appelle fonction puissance d’exposant «, la fonction : x = x¢
Cette fonction est définie sur ]0;+oo[ par: x% = e%nx

b- Remarque

Les régles de calculs sur les puissances d’exposants rationnels s’appliquent pour ces
fonctions puissances d’exposants réels

3- Croissances comparées

Propriété
Soit @ un nombre réel strictement positif, on a :
. ln_x_ i . a N . . f: . . a,—X—
1) xl_l)l’_{IOO — =0; (2 }CI;I)%X Inx=0; (3) xl_l)gl(x) — =t 4) xgrfwx e *=0
Exercice de fixation
Calcule les limites suivantes
1) lim 2 @) limx%nx; (3) lim gy (4) lim x8e~*
x—+00 x5 ' x;)O ’ x>+ x3 X—+00
Solution
. nx _ . . 2 N . . é: . : 8 ,—Xx—
1) x1—1>Too — =0; (2 }Cl_r)r(l)x Inx=0; (3) xETwﬁ +o0; (4) xl_l)IIloox e 0

>

C- SITUATION COMPLEXE

Des éléeves de terminale travaillent les samedis dans le service marketing d’un grand magasin. Ce
magasin veut informer la population des nouvelles offres promotionnelles. Le service marketing a
observé que la proportion P de la population qui est au courant de ces nouvelles offres apreés t jours
d’annonces publicitaires est donnée par la fonction : P(t) = 1 — e~%21¢,
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Le magasin veut arréter cette publicité lorsque au moins 90 % de la population sera au courant des
nouvelles offres. Un de tes camarades de classe affirme que cela n’excédera pas une semaine.

Donne ton avis argumenté sur I’affirmation de cet éléve.

Solution

v Pour donner mon avis sur I’affirmation de cet éléves ,je vais résoudre une inéquation en

utilisant les propriétés de la fonction exponentielle et conclure .

v Déterminer le nombre de jours nécessaires au grand magasin pour faire la publicité de ces
nouvelles offres revient & déterminer le nombre de jours pour que la proportion de la

population qui est au courant de ces nouvelles offres atteigne 90%.

no,1

Cest-a-dire: 1 - %> 0,9, soit e * <0,1donc —0,21¢ < In0,1, ainsi t >——

et donc t>10,96 donc on peut prendre t =11

Conclusion : puisque 11> 7, I’affirmation de cet éléve est fausse.

IV- EXERCICES

C1EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Ecris plus simplement chacun des nombres suivants :

6 -3 5 -2
e e g’ xe _ a\3
A=—3 X :7 ; C= 3 y D:96xe4 X E:(EA)
e e e
Exercice 2

Ecris plus simplement chacune des expressions suivantes :

a) (e¥)3e?x _ex eXeY
) b) (e7*)2 c) ex—y

Exercice 3
Résous dans R chacune des équations proposées :

) e3 X =1 b) e2X?+3 — o7x

c)(e*—-2)e*+1)=0 d)2-e*=0

Exercice 4
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Détermine la limite des fonctions suivantes en a :
a)f(x)=e*—2x+1, a=-o; b)g(x)=-e*—x—-3,a=+w0;
) h(x) =xeX-x?—2x+2,a=0.

Exercice 5

Détermine la limite des fonctions suivantes en a :
_ x4 1 _
a)fx)=(2x+1)e*+ = ,pour a=+w ;
X

b) g(x) =(2x—3)e™*, pour a=-wo;

Exercice 6

Détermine la limite des fonctions suivantes en +oo et en -oo :
a)fx)=(2-3x)e* ; b) gx)=(x+1)e™* ; c)h(x) =3 —2x + e*
Exercice 7

Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est dérivable sur R.
Calcule la fonction dérivée de f.

a) f(x) = e~2x*1 b) f(x) = x+ 2 — &* c) f(x) = (1 —x)e*
Exercice 8

Détermine la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

e’ -1 e +2
x) = (-2x+5) e* x)=(-3x*+5)e* ; h(x)= ;o k(x)=
fx) = (-2x+5) 9(x)=( ) (X) == (X) ="
Exercice 9
Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur R.
a)f(x) = e ™™+ 2x b) f(x) = 2xeX’
I d) f(x) = x — 5 + 3e~2x*1!
0 f(x) =—— ) ()
Exercice 10
Détermine une primitive de chacune des fonctions suivantes :
f(x)= 3% ;g (x)=e"+1 ; h(x)= 2xe*
C> EXERCICES DE RENFORCEMENT
Exercice 11
Résous dans IR les équations suivantes :(1) e-¥*+2x+4) = 5 (2)e** —3e¥+2=0
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Exercice 12
Résous dans IR les inéquations suivantes
(1)e**—3e*+2<0

(2) e(—x2 +2x+4)s 1

Exercice 13

Résous dans R les équations suivantes d’'inconnue xen posant X = ex
a)ex+ex+3=0; b) e2x+ex-2=0;
c)ex-2ex+1=0; d) -3exx-9ex+ 12 =0.
Exercice 14

Résous dans R chacune des inéquations suivantes :

a) 22X —3eX—2<0; b)(ex +1(e—x-1) <0 ; ¢

Exercice 15

Résous dans R I'équation suivante: 2¥* +1+27* =0

Exercice 16

1. On donne p(x) = 2x* —7x* —5x + 4.
a) Vérifieque p(-1) =0
b) Résoudre dans R I’inéquation suivante :

2e3 —7e* —Be* +4<0.
Exercice 17

Calcule la dérivée et étudie les variations de chacune des fonctions suivantes :
f(x)=xe**-1 ; g(x)=x-1+¢€¥
Exercice 18

Détermine la limite en +oo et en - oo de chacune des fonctions suivantes :

e*+1 e*+2
;b = ; h =
i 9(0=222 5 o n(x)

e+

a) f (X):

Exercice 19
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = (x — 2)e”*

a) Calcule lim f(x) et lim f(x).

X—>+00 X—>—0

b) Calcule la dérivée f’ de f
c) Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

Exercice 20
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Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = (x% — 4)e?*
1) Détermine les nombres réels a; 8 et y pour que la fonction F définie sur R par:
F(x)= (a x* + Bx + y )e?* soit une primitive sur R de la fonction f
2) Détermine la primitive sur R de la fonction f qui s’annule en 0

Cs EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 21

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J). L unité graphique est le centimetre.
On considere la fonction f dérivable et définie sur |—oo ; 2] par f(x) = (—2x + 3)e*.
On note (C) la représentation graphique de f dans le repére (O, 1, J).

1.calcule lim f(x) = 0, puis interpréte graphiquement ce résultat.
X—>—00

2.a) détermine , f'(x) sur |—o0 ;2]
b) Etudie le signe de la dérivée f’ sur |—oo ; 2] et Déduis-en les variations de f sur]—oo ; 2].
c) Dresse le tableau de variation de f sur]—oo ; 2].

3. Soit A le point d’intersection de (C) avec 1’axe des abscisses et B le point d’intersection de (C)
avec I’axe des ordonnées.

Détermine les coordonnées respectives des points A et B.

4. Construis (C) sur I’intervalle |—oo ; 2].

Exercice 22

X

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par: f (X) :( - x)e .

a) Calcule lalimite de f en +co.

b) Calcule la dérivée f' de f

c) Etudie les variations de f

d) Dresse le tableau de variation de f sur [0 ; +oo [.

e) Trace la courbe représentative de la fonction f dans le repére orthonormé (0O, I, ]).
f) Démontre que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur [1; 2].

g) Déduis-en une étude du signe de f(x).

Exercice 23

Soit la fonction f de R vers R définie par: f(x) = 1 — x + €*. On note (C) la représentation graphique de
f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, I, ]),

1. Précise 'ensemble de définition de f, noté D¢.
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2. Calcule la limite de f en —oo.

1 e*
3.a) Vérifie que pour tout nombre réel x # 0, f(x) = x (; -1+ ;)

b) Déduis-en la limite de f en +co.

4.a) Démontre que la droite (A) d’équation y = —x + 1 est asymptote oblique a (C) en —oo

b) Précise la position relative de (C) par rapporta (A).
5.a) On admet que f est dérivable sur R. Calcule f’(x).
b) Résous dans R I'équation f'(x) = 0
¢) Résous dans R I'inéquation f'(x) > 0
d) Déduis-en les variations de f et dresse son tableau de variations.

Exercice 24
PARTIE A

On considere la fonction g deRvers R définiepar: g(x) = 1 —x — 2e™*.
Etudier les variations de g (on ne demande pas de calculer les limites).

a) Calculer g (In2).

b) En deduire que pour tout réel x ; g(x) < 0.

PARTIE B

On considere la fonction f de R vers Rtelle f(x) = e ™*(x + e ™) e™

On appelle(C) sa représentation graphique dans le repere orthonormé (O ; I ; J). Unité graphique

2cm.
1- a) Calculer la limite de f en+oo.

b) Interpréter graphiquement le résultat.
2- a) Montrer que f(x) = e ?*(xe* + 1).
Calculer lirp f(x) et lim % et interpréter graphiquement le résultat.
X—+co X—>—00
a) Démontrer que pour tout XeR, f’(x) = e*g(x).
Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

5- a) Justifier que f est une bijection puis dresser le tableau de variation de f1.

b) Calculer £(0)
c) Calculer (£ (1).
d) Tracer (T) ; (C) et (C*) la courbe de f.

PARTIE C
On considére la fonction F de Rvers R définie par: F(x)=e™ (ax +b+ ce™.

1) Déterminer les réels a ; b et ¢ pour que F soit une primitive de f.

2) Déterminer une pimitive F de f qui prend la valeur 0 en 1

Exercice 25

Soit f la fonction de R vers R définie par: f(x) = (2 —x)e* + 2 —x.
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On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé(0;I; J),
unitél cm.

Partie A
On donne la fonction h de R vers R définie par: h(x) = (1 —x)e* — 1.

1- Etudier le sens de variation de h puis dresser son tableau de variation.
(on ne calculera pas les limites en — o et en + o)
2- En déduire que V x € |—o0; 0[ U ]0; +oo[, h(x) < 0.

Partie B

1- Calculer les limites de f en —oo et en +oo.

2- a.Justifierque Vx e R, f'(x) = h(x).
b. Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

3- Montrer que la droite (D) d’équation y = 2 — x est une asymptote a (C) en —oo.

4- Etudier la position relative de (C) et (D).

5- Déterminer les coordonnées du point K de (C) ou la tangente (77) a (C) est paralléle & (D).

6- Déterminer les coordonnées des points A et B ou (C) coupe respectivement les droites (0OI)
et (0)).

7- Construire (€), (D) et (7) ; (on ne déterminera pas une équation de (7).

Partie C

2

Soit g la fonction dérivable sur R et définie par g(x) = (3 —x)e* + 2x — x?
1- Justifier que g est une primitive sur R de f.
2- Déterminer la primitive F sur R de f qui prend la valeur % en 0.

4, SITUATION COMPLEXE

Exercice 27

Le président du conseil régional fait mener une étude sur 1’évolution de la population dans une zone
de son territoire qui compte 10200 habitants en vue de prévoir la construction de centres de santé.
L’expert Ilui dit que I’évolution de la population dans cette zone se fait suivant la formule :
10200 e%>™ ol n est le nombre d’années écoulées. Le président veut savoir au bout de combien
d’année cette population dépassera 20000 habitants. L’expert étant parti, il te sollicite.

Réponds a la préoccupation du président.

Exercice 28

Une conférence a été prononcée dans une ville pour inviter la population a investir. Les éleves de la
de ta classe y ont été aussi invités. A cette occasion, le conférencier a affirmé que le pouvoir
d’achat d’un dollar actuel dans t années sera donné par la formule suivante : A(t) = 0.95".

D’autres personnes de ton quartier présentes a cette conférence et soucieuses de 1’avenir, veulent
savoir dans combien d’années le pouvoir d’achat sera la moiti¢ de ce qu’il est aujourd’hui. Elles te
sollicite. Reponds a leur inquiétude.
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Corrections d’exercices

Exercice 3

el *=13-x=In(1)e3-x=0

b) e2X*+3 = 7% & 2x24+3=7x = 2x2 —7x+3=0
c)(e*—2)(e*+1)=0=((*-2)=00u(e*+1)=0=(e*—2)=0=e*=2
d)2-e*=0=e*=2

Exercice 10

Fx)=e* ;G(x) =e*+x; H(x) =e* 1

Exercice 11

(1) X420+ = 5 & —x2 4 2x + 4 = In (5)

(2) e?* —3e* + 2 = 0 posons X=e*
ainsi e?* —3e*+2=0 & X2 -3X+2=0 & X=1louX=2,donce* =1oue* =2

Exercice 20

1) F(x)= QRax+p)e? + Qa x? + 2Bx + 2y )e**=[2a x* + 2a + 2B)x + (B + 2y )]e*
donc

2a=1;2a+28=0et f + 2y = —4,ainsi:a=%; =—%ety=—£

2) F(x)= (%x2 — %x — Z)ezx+ CorF(x)=0< —£+ C=0 donc C= Zet ainsi la primitive
cherchée est F(x)= (Gx2 —=x — 2)e?*+ L
2 2" 4 4
Exercice 21
1. lim f(x) = lim —2xe* +¢e*
X—>—00 X—>—00

=0, car lim —2xe* =0 et lim e* = 0 donc I’axe des abscisses est asymptote

X——00 X——00

horizontale a la courbe en —oo
2.a) pour tout élément x de |—o0; 2], f'(x) = —2e* + (—2x + 3)e*
=(—2x + 1)e*
Donc pour tout élément x de |—o0; 2], f'(x) = (—2x + 1)e*
b) Etudions le signe de la dérivée f' sur |—oo ; 2].

pour tout élément x de |—oo ; 2], e*> 0 donc le signe f' est celui de —2x + 1, ainsi,
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pour tout élément x de ]—oo %] f'(x)>0 et pour tout élément x de E ;2], f'(x) <0

Ainsi : f est croissante sur de ]—oo %] et décroissante sur E ;2]

c) Dressons le tableau de variation de f.

X | -0

f'(x) +
2e
f(x) / \
0 —e?

3)f(0)=3 etf (x)=0<>x=> ,onendéduis que: AC;0)etB(;3).

N[

4)

—1

-2

-3

-4

-5

Exercice 26

Déterminer le nombre de jours nécessaires au grand magasin pour faire la publicité de ces nouvelles
offres revient a déterminer le nombre de jours pour que la proportion de la population qui est au
courant de ces nouvelles offres atteigne 90%.

C’est-a-dire : 1 — 921 =90%, soit e *?!' = 0,1 donc —0,21t = [n0,1, ainsi t =
11

no,1
"2 etdonc t=
-0,21

Le grand magasin fera la publicité pendant 11 jours.
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Terminale D COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE

Mathématiques

THEME : TRANSFORMATION DU PLAN
Durée : 12 heures Code :

Lecon 08 : NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE DU PLAN
A- SITUATION D’APPRENTISSAGE
Des ¢leves d’un lycée ont décoré avec

différentes figures géométriques les murs
de la salle du club de Mathématiques. M

La figure ci-contre représentant 1’une ‘ T

d’elles est constituée d’un quadrilatére

ABCD de sens direct et de triangles ‘ ‘
M,

rectangles isocéles AM;B, BM,C, CM;D £
et DM, A de sommets respectifs
M, My, M5 et M,.
Observant attentivement cette figure, I’un e
des éléves de la promotion de Terminale, o)
passionné de nombres complexes et
géométrie, affirme que les segments
[M,M] et [M,M,] ont des supports
perpendiculaires et ont la méme
longueur. D’autres éléves n’étant pas de
cet avis, portent le probleme aux autres.

Ceux-ci décident d’effectuer des calculs pour vérifier cette affirmation.

>
(]

B-CONTENU DE LA LECON

1. ENSEMBLE DE POINTS ET NOMBRES COMPLEXES

1) Interprétation de arg ( ) etde EA EB
C™4D
a) Interprétation de arg ( ? )
Zc—Zp

Propriété
Si A, B, C et D sont des points d’affixes respectivesz,, zg, Z; et Zp tels que

A+ Bet C# D, alors arg (ZA_ZB) est une mesure de I'angle orienté(DC: BA).

Autrement dit : mes (DC BA) = arg( ) + 2km, keZ

Exercice de fixation
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O ;1 ;])

On consideére les points A, B et C d’affixes respectives —1 + iv3;2et—1—iV3.
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Détermine la mesure principale de I'angle orienté(ﬁ; ﬁ).

Solution
z, # zB et zs # zc. donc les points A, B et C sont tels que A #B et B #C.

Ona: Mes(B—C;)ﬁ) = Arg (ﬂ)

Zc—Zp
ZpA—Z
Calculons ﬁ Posons Arg G — L?) = a.
Zc—25 —1—iV3—2 Onaq _\2/§.Donca=—3E
B -3+ l\/§ sina = T
 —3-i3 D’ou: Mes(ﬁﬁ) = Arg (ﬁ)
_(-3+iv3)(-3+iV3) 1 —3i
(-3 -i/3)(-3+iV3) =AT9< 2 >
9 — 6ivV3 — 3 __r
~ 943 Par suite | incipale de I'ang]
ar suite la mesure principale de I'angle
_6—6i\3 encs (BT prnep 8
= orienté (BC; BA) est -5
_1-iV3
2
1 3
—27'72
b) Interprétation de |ﬂ
Zc—Zp
Propriété
Si A, B, Cet D sont des points d’affixes respectivesz,, zz, 7, et zj tels que C# D, alors::
zp—2zp| _ E
Zc—Zp - CD.

Exercice de fixation
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.
On considére les points non alignés A, B et C d’affixes respectives —1 + iv/3; 2 et —1 —

iv3

1) Donne une interprétation de Za%B|
Zc—Zp
2) Déduis-en que : AB = BC.
Solution
1) Ona: zz #2¢; ce qui justifie 'existence du quotient %
—4B
ZA—ZB| __ ﬁ ¢
Zc—Zp " BC
2) Calculons |M
Zc—Zp
za—zg| _ [1=V3i|_ [(1)? VY 1,8
e = |52 ]0)+ (D) = iie
D’ou: g = 1 et par suite AB = BC.
TABLEAU RECAPITULATIF

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;e; ,e; ).
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A et B deux points distincts du plan d'affixes respectives z, et zg.
M est un point quelconque du plan d’affixe z et 1 désigne le vecteur-image de z.

CARACTERISATIONS
COMPLEXES

CARACTERISATIONS
GEOMETRIQUES

ENSEMBLE DE POINTS

|z— zp| =71, r € R} AM =r Cercle de centre A et de rayon r.
|z—2zp| =A|z—2g|, A€ R}, | AM = 1 BM - la médiatrice du segment [AB]
lorsque A =1
Ou bien - le cercle de diamétre [G;G,]
lorsque 4 # 1, ou
=1 G, = bar {(A;1), (B; )} et

Gy =bhar{(A1), (B;- )}

ZB — Z

arg( ):kn,kEZ

ZpA— Z

mes (M—X,\Wﬁ) = km,
ke

La droite (AB) privée des points A
et B.

arg(ﬂ):§+kn,kez

ZpA — Z

mes (M_X,\WB)) = g + km,
ke

Le cercle de diamétre [AB] privé
des points A et B.

arg(z—zp) =a+km, a€R

mes(?;—;—M)) = a +km,
k €Z

la droite de repere (A, ), privée de
A, ou
mes(‘e;, U) = a

arg(z —zpy) =a+k2m,a €R

mes(?;—;—M)) = a +2km,
k €Z

la demi-droite de repere (A, i),
privée de A, ot mes(e;, U) = @

Exercices de fixation

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; ey ,e; ), A et B deux points
distincts du plan d'affixes respectives z, et zg, M est un point quelconque du plan d’affixe z

et de vecteur-image u.

Associe chaque caractérisation complexe a I’ensemble des points du plan qui convient

caractérisations complexes

|z— zpl =71, r ER;]
A +

|z—2zx|l = 2|z —2zg|, A € R}
A B +

arg (2=2) = kr
o2 =Trin

arg(z—zp) =a+km, a€R

Arg(z—2zp) =a+kmr,a €R

A 1
B 2
C 3
D 4
E 5
F 6

ensembles

Le cercle de diamétre [AB] privé
des points A et B.

la droite de repéere (A, ), privée de
A, ou
mes(e;, U) = a

la demi-droite de repere (A, ),
privée de A, ol mes("e;, i) = a

Cercle de centre A et de rayon r.

- la médiatrice du segment [AB]
lorsque

A=1

- le cercle de diameétre [G,G,]
lorsque 1 # 1, ou

G, =bar {(A;1), (B;A)}et

G, =bar {(A 1), (B;- 1)}

La droite (AB) privee des points A
et B.
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Solution
A-4:B-5:C-6;D-1:E-2:F-3

Exercice de fixation 2

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;7 , v). Détermine 1’ensemble
des points M d’affixe z vérifiant |2iz — 3 + 2i| = |z — 2|.

Solution
|2iz—3+2i|=|z—2|<:>|2i(z+1+§i)|=|z—2|<=>2|z+1+§i|=|z—2|

=2 |z—(—1—§i) | = |z—2| = 2BM=AM ol A etB sont
les points d’affixes respectives 2 et —1 — %i.

MA
s — =2,
MB

On considere les points H et K tels que H =bar {(A; 1), (B ; 2)} et K =bar {(A; 1), (B ;- 2)}.

L’ensemble des points M d’affixe z vérifiant : |2iz — 3 + 2i| = |z — 2] est le cercle de
diameétre [HK].
1x2 + 2x(-1-3i) 1x2 - 2x(-1-3i)

Il. CONFIGURATIONS DU PLAN ET NOMBRES COMPLEXES

1) Droites paralléles

Propriété:
A, B, C et D sont des points d’affixes respectivesz,, zz, Z; et zp tels que : A+ B et C# D.

Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si % eR*.
C™4D

Exercice de fixation

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives5+i; —2;1+iet—4 — 2i
1) Trace les droites (AD) et (BC).

2) Démontre que les droites (AD) et (BC) sont paralléles.

Solution

D
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2)Ona: z,# zpetzp # zc. Donc A #B et D #C.
Zp—ZA
Zc—ZB

Zp—2zy  —4—-20—(5+10)
Zc—zg  1+i—(=2)

Calculons :

_ -9 —-3i
3+
_ —3(34;1)) — 3
2
-3 eR*. Donc zD ZA eR*. Par suite les droites (AD) et (BC) sont paralléles.
C™4B

2) Alignements de trois points

Propriété:
A, B et C sont des points tels que A #B et B #C d'affixes respectives z,, zzet z; .
Les points distincts A, B, et C sont alignés si et seulement si % eR*.
C™4B
Exercice de fixation
On consideére les points A, B et C d’affixes respectives 2 + iv3;—1et
11 + 4iV3
Démontre que les points A, B et C sont alignés.

Solution
Ona: z,+# zs et zg # zc donc A #B et B #C.
Calculons : Z24~%8

C—ZB
Zy—Zp 2+iV3—(-1)
Zc—zp 11+ 4iV3 - (-1)
_ 3+iv3

12+ 4iV3
3+iV3

=4(3+i\/3_)
1

4
i eR*. Donc % eR*. Par suite les points A, B et C sont alignés.
C™4B

3) Droites perpendiculaires

Propriété

A, B, C et D sont des points d'affixes respectives z,, 73, Z; et z; tels que : A+ B et C# D.

Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si zA_zB eiR".
C—4D
Exercice de fixation
On considere les points A, B, C et H d’affixes respectives —3 -i; =2 +4i; 3 —iet —2.
1) Trace les droites (AH) et (BC).
2) Démontre que les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

Solution

D
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2)Ona: z,# zu et zs # zc donc A# H et C+# B.

Calculons 22~%¢
ZH—ZA
zp—zc __ —2+4i—(3-i) _ —5+5i _ (=5+5i)(1-i)
zy—za  —2—-(=3-0)  1+i  (1+)(1-i)
B —5+45i+5i+5
o 1+1
=l=5

2
5i €iR*. Donc les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires.

4) Points cocycliques
(C’est-a-dire des points situés sur un cercle)

Propriété
A, B, C et D sont des points deux a deux distincts et non alignés d'affixes respectives
Zp, Zg, Z¢ et zp.
A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si ZeT7A, ZCT7B R+
Zp—ZA Zp—ZB
Exercice de fixation
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0O, [, ]), on considére les points A,
B, C et D d’affixes respectives —2i; 7 —i et 8 + 2i et —1 + 5i.
a) Place les points A, B, C et D dans le repere.
b) Démontre que les points A, B, C et D sont cocycliques.

Solution

a)
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Zp—Z Zp—Z
b)Ona:zz # z, et zg # z-. Calculons 2—2 et 2—C
ZB—ZA Zp—Zc
Zp—2z4, —1+5i—(-2i)
Zg — Zy 7—1—(=2i0)
_ =1+7i  (=1+470)(7-0) _ —7+i+49i+7 _ 50i
7+ (7+D(7-0) 4941 50
Zp=zc _ 1+5i=(8+20) _ —9+3i _ (-9+3D(-143) _ 9-27i-3i-9 _ -30i _ o
zg—zc  7—i—(8+2i)  —1-3i  (-1-30)(-1+3i) 1+9 10
Zp—Z4 K ZD—ZC __ i 1
ZB—ZA. Zp—Zc - -3i - 3.
Conclusion
ZDp—ZA . : A
—— =1 donc A, B et D sont non alignés.
B~4A
z Z Z Z
De plus 2—2: 22—¢ € R*.

Zp—z4' ZB—Z¢
Donc les points A, B, C et D sont cocycliques.

5) Triangles particuliers et nombres complexes
Propriétés
A, B et C sont des points non alignés d'affixes respectives zA, Z et z;.
- Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement siZZZAgiR*
A

Zc—Z
- Le triangle ABC est isocele en A si et seulement si

Zc—Z i Zc—Z —i
Ll A =e avecO<a<m
ZB—ZA ZB—ZA
Z V4 .
- Le triangle ABC est rectangle et isocele en A si et seulement si ZBTEA — jouZBTEA =
ZCc—zA ZCc—zZA

-z - —iZ

- Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si 2—2 = =eb ou ZB ZA =e ',
Zc—z C™4A

Exercice de fixation 1

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (0, I, ]), on considére les points
A, B et C d’affixes respectives 1 +i; 3 et 3 + 5i.

a) Place les points A, B et C dans le repere (O, I, ]).

b) Démontre que le triangle ABC est rectangle en A.
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Solution

a)

1

-

-2

b) Ona: z,# zz et z.# za. Donc A+ B et

C= A

Zp—2Z
Calculons: 2—=4

Zc—zZp

zg—24  3—(14+1)

2—1i

ZE%4 ¢iR*. Donc le triangle ABC est rectangle

24 4i
_@2-D@2-4D
(24 40)(2 — 40)
_4—8i—2i—4
4416

_ —10i

20

1.
=—=1.

2
Zc—zZyp
en A.

Exercice de fixation 2

On consideére les points A, B et C d’affixes respectives —3 + 2i; =2 — 3iet3 — 2i

Démontre que le triangle ABC est rectangle isocele en B.

Solution
Ona: z,# zg et z; # z. Donc A# B et C# B.
Calculons : 2A~%E
C—ZB
Zg—zg —3+20+2+3i —-1+50 (=1+5)(5—-i) —-5+i+25i+5
Zc—zg 3—-2i+2+43i 5+i  (G+iG-i) 25+1
Zp—ZpB

Zc—zZp

= i, donc le triangle est rectangle isocele en B.

Exercice de fixation 3

On considére les points A, B et C d’affixes respectives —1 + iv/3; 2 et —1 — iv/3.

Démontre que le triangle ABC est équilatéral.

12 12

2

Solution
Ona: z,# zy et z; # zB. Les points A, B et C sont A+ B et C+ B.
Calculons : ZA~%E
C—ZB
za—-zp _ —1+iV3-2 _ —-3+iv3 _ (-3+iV3)(-3+iV3) _ 9-6ivV3-3 _ 6-6iV3 _ 1-iV3
Ze—zp  —-1-iV3-2  -3-iV3 9+3 - - -
1 .v3 _ 2 . A .
=515 = cos( 3)+1sm( 3)—9 3,
ZA—ZB —iZ . , . ,
Pl donc ABC est un triangle équilatéral.
C™4B

TABLEAU RECAPITULATIFE

—

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;U ;7).

=1
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Configurations

Caractérisations
géométriques

Caractérisations

Triangle ABC isocele en A.
A

v

olz 8

AB = AC et mesA = «a

0<a<m).

complexes
Zc7ZA _ eio:
ZB—ZA
ou

Zc—Zp —i
e la
ZBTZA

Triangle ABC équilatéral.

.TT
Zc—ZA elg

ZB—ZpA
A
— ou
oA /\\ AB = AC et mesA = g
> Zer — Z i
Zp T Z4
B
Triangle ABC rectangle et isocéle en Ze—24
A. =1
Zp T Z4
B A
S ou
AB = AC et mesA = s
VA Zc —Za _ —i
> Zp — Zy
olu AN
C
Triangle ABC rectangle en A.
A
) \ \ ZCEA — pi, avec
v —_ T ZB—ZA
_ mesA = — b eR*
> 2
o w
C
Points A, B, C alignés.
B
A e
mes (AB, AC) = km, keZ ZCTZA ¢ Rt
U A “Bra

N\ ¢

>
Olu

Points A, B, C, D cgcycliques

—
—

et mes (CA, @) # km,
ke

ZB—ZC ,2B—ZD € R*
Zp=Zc Za—Zp

C@
;VB

D
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Droites paralleles Il existe un nombre réel A non arg(ﬂ) = k-
nul tel que : ZB~ZA

CD = 1 AB. kel
ou
ou Zp — Zc

mes(ﬁﬁ)zkn;kez Zg — Zp

B . arg(ﬂ) =T +
A AB -CD =0 ZB~ZA 2
km:k e€Z
D ou —— ou
VA C i ) . _
mes(AB,CD)——+k7T,kEZ Zp — Zc .
> 2 €EiR"
Ol ZB — Za

Exercice de fixation

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;U, V).

On donne les points A, B, C, D et K d’affixes respectives 2 +i,2-i,5-2i, 5+ 2i et 4.
Justifie que :

1) les droites (AB) et (CD) sont paralléles ;

2) les droites (OK) et (DC) sont perpendiculaires

Solution
- 5+2i—(5-2i) 4 . - . . .
1)Ona; 227Zc - 3*200G=20 _ % _ ) Doy 227%C ¢ R* ;Par suite les droites (AB) et
ZB—2ZA 2—i—(2+10) —-2i ZB—Z4
(CD) sont paralleles.
- 5+2i—(5-2i 4. - . , .
2)Ona: ;D jc =2 l4 (O D — ci=i.Dou: % € i R*. Par conséquent les droites
K—40 - K—40

(OK) et (DC) sont perpendiculaires.

I11. TRANSFORMATIONS DU PLAN ET NOMBRES COMPLEXES

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O 0l ;?] ).

e Une transformation du plan est une application bijective du plan dans le plan.

e Soit f une transformation du plan qui, a tout point M, associe le point M’.
L’application F de C dans C qui, a I’affixe z de M, associe I’affixe z” de M’ s’appelle la
transformation complexe associée a f .

L’application f s’appelle la transformation ponctuelle associée a F.
L’expression de z’ en fonction de z s’appelle I’écriture complexe def.

1- Définition d’'une transformation du plan et d’écriture complexe

Définition
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, I, ]).
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. Une transformation du plan est une application bijective du plan dans le plan.
. Soit F une transformation du plan qui a tout point M associe le point M’.
L’application bijective fde C dans C qui a I'affixe zde M, associe 'affixe z’de M’
s’appelle la transformation complexe associée a F.

L’application F s’appelle la transformation ponctuelle associée a £.

L’expression de z’en fonction de zs’appelle I'écriture complexe de £

2. Ecritures complexes de symétrie centrale de centre O et de symétries
orthogonales d’axes (OI) et (O]) dans le repere (O, I, ]).

Propriété
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé
direct (O, [, ]). o ' al- z M(z)
° La symétrie orthogonale d'axe (OI) a pour W S— B .
écriture complexe : z' = Z. it :
o La symétrie centrale de centre O a pour écriture :
complexe: z' = —z. :
. La symétrie orthogonale d'axe (O]) a pour
écriture complexe: z' = —Z. P(- 2)

3. Ecriture complexe d’une translation, d'une homothétie et d'une rotation

e Translation
ta est la translation de vecteur u d'affixe b MetM'
sont les points du plan d'affixes respectives z et z'.
Ona:M' = tz;(M) o MM =1
sSzi—z=b
=z =z+b

La translation de vecteur u d’affixe »a pour
écriture complexe : z' = z + b.

Exercice

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé.

On donne le vecteur u d’affixe 1 — 2i.

1) Donne I'écriture complexe de la translation t de vecteur u.

2) Détermine les affixes des images respectives A' et B' par ¢de chacun des points A et B,
d’affixes respectives 3 —i et 5.

Solution
1) L’écriture complexe de la translation ¢de vecteur u d’affixe 1 — 2i est:
z'=z+1-2i

2) Déterminons les affixes des images A’ et B’ respectives de A et de B par t.
Zy =Z4+1-—2i

Ona:zy =3—-i+1—-2i=4-3i

Donc zy, = 4 — 3i

ZB,:ZB+1_2i

Ona:zg, =5+1—-2i=6-—2i
Donc:zg, = 6 — 2i
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e Homothétie de centre Q) et de rapportk, k € R*

h est I'homothétie de centre () d’affixe Za et de
rapport k, k € R*.
M et M' sont les points du plan d'affixes respectives
zetz'.Ona: M
M' = h(M) = QM = kQM
&7 -Za=k(Z-7a)
S 7 =k(Z-7a) + Za

L'homothétie de centre () d’affixe Zq et de rapport k Q
a pour écriture complexe : Z' = k(Z - Za) + Za JT
q |
Exercice

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé.
Détermine 1'écriture complexe associée a I'homothétie h de rapport - 2 et de centre Q
d'affixe 3 — i.

Solution

L’écriture complexe associée a 'homothétie 4 de rapport —2 et de centre () d'affixe
3—iest: z' =—2(Z—(3—i))+(3—i).

Par suite: 2’ = -2z + 9 —3i.

e Rotation de centre Q et d’angled, 8 € |-, 7]

r est la rotation de centre de centre () d’affixe Zq et
d'angle orienté de mesure principale®.

e M et M' sont les points du plan d'affixes
respectives z et z' tels que M est distinctde (). On a :

OM'" = QM My
M = T'(M) =4 :,—,>
Mes(QM: QM) =6
S
er(Q)) =0 | Q
- °
Ona:Z=20 —¢i6 Sl
Z—Z(

7’ = e'%(z - za) + 20

La rotation de centre Q) d’affixe Za et d'angle orienté
de mesure principale 8 a pour écriture complexe :
7' = e'%z - za) + 20

Exercice
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct. (O ;u , V)

Trouve I'écriture complexe de la rotation rde centre Q d'affixe iv/3 et d'angle orienté de
mesure g

Solution

La rotation de centre () d’affixe Za et d'angle orienté de mesure principale 8 a pour
écriture complexe : z’' = e'%(z - za) + za
Orzo=iv3et 0=§
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Donc z' = eig(z— iv3) +iV3
Comme e5 = cos =+ isinE=2+iL
3 3 2 2
Ona:z' = G+i\/2—§)(z—i\/§)+i\/§
7=((+i2)z- i3+ i2) + i3

Par suite : z’' = G+i§)z—i§+%+i\/§

On en déduit que: z' = (l+i—3)z+§+i—3
2 2 2 2

V3 V3

Le tableau suivant donne des transformations du plan et leurs écritures complexes

Transformation du

Image M’ (z’ ) d’un point

Définition

Ecriture complexe

Plan M(z) géométrique
- M(z2) .
Symétrie It £ La droite (OI) est la ;=
orthogonale d’axe ; I médiatrice du zZ =z
(0D 0 1 % segment [MM']
+~M'(z")

- M'(z")
Symeétrie , M(z) Lq d_roit_e (0]) est la 7 = —7
orthogonale d’axe médiatrice du
(0))) T : segment [MM’]

ol 1
M'(z"
Symétrie centrale de A
centre Q(w) M(z) aM’ = - QM zZ'—w=—(z—w)
\ Q(w)
Translation de U ,
vecteur u / M) MM = u z'=z+b
d’affixe b M(z)
Homothétie de M'(z")
Centre Q(w) et de
rapport k Q(w)M(Z) oM’ = kQM 7' —w = k(z — (,_))
(ke R\{0})
M'(z") | M£Q

Rotation de centre 5 { oM’ = QM
Q(w)etd’angle® |Q(w) mes(W,W) =0 2 — o = if z—w)
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Exercices de fixation

Exercice

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;Uf 0j ).
Détermine 1’écriture complexe de I’homothétie h de centre Q d’affixe — 1 — i et de rapport 3.

Solution
h étant ’homothétie de centre Q d’affixe —1 — i et de rapport 3, son écriture complexe est
z —(-1-i)=3(z—-(-1-1i)).
Par suite, 1’écriture complexe de I’homothétie h de centre Q(—1 — i) et de rapport 3 est :
z' =32+ 2+ 2i.

4. Similitude plane directe

a- Ecriture complexe d’une similitude plane directe

—

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ;u ;7).

1. Définition
Une similitude directe est une transformation du plan dont I'écriture complexe est de la
forme:z' = az+ bou aeC”* et b €C.

Exemple :
Toute translation, toute homothétie et toute rotation est une similitude directe.

2. Propriété

Soit s une similitude directe d'écriture complexe :z' = az+ bouae C*et b e C.

*Si a=1, alors s est la translation de vecteur d'affixe b.

*Si a# 1 alors s est la similitude directe de centre d'affixe %, de rapport |a|, d'angle

Arg(a).

Remarque :
Pour déterminer 'affixe du centre de la similitude, on résout'équation:z€ C,z=az+b

Vocabulaire
Lorsque a # 1, la similitude directe est caractérisé par : son centre, son rapport et son
angle.

Remarque

e Toute rotation de centre A et d’angle a est une similitude directe de centre A, de
rapport 1 et d’angle a.

eToute homothétie de centre A et de rapport k(k > 0) est une similitude directe de
centre A, de rapport ket d’angle nul.

Etnms:nmnr



eToute homothétie de centre A et de rapport k(k < 0) est une similitude directe de
centre A, de rapport —k et d’angle m.

Exercice de fixation
Détermine les éléments caractéristiques de la similitude directe S dont I'écriture
complexeest:z' = (1 —i)z+1i

Solution
L’écriture complexe de S est de la formez' = az+bouva=1-ij etb=1Ii
a#1.Soit A le centre de S, kson rapport et 0 son angle.

e L’affixe du centre A est %
b i i

1-a  1-(1-i) i

e Le rapport k est tel que : k = |4

12+ (-1)% =2
e L'angle 6 est tel que : 6 = Arg(a)
V2 . V2 7
Ona: coso = etsind = —?,donc6= -3

S est la similitude directe de centre A d’affixe 1, de rapport V2 et d’angle — f.

b- Reconnaitre une similitude directe définie par son écriture
complexe

Propriétés
Dans le plan complexe P muni d'un repere orthonormé direct, on considere la similitude
directe S d’écriture complexe :z' =az+bouaeC* etb C.

TABLEAU RECAPITULATIF PERMETTANT DE PARTICULARISER UNE SIMILITUDE

o Lo s Nature et éléments
Conditions vérifiées par a L s
caractéristiques de S
a=1 S est la translation de vecteur u
_ . B d’affixe b
Similitude di SiaeR . S est 'homothétie de centre Q
1m1 1t1.1 e directe aeR™\ {1} d'affixe —— et de rapport a.
S d’écriture 1-a
complexe al = 1 Sestla ro;ation de centre Q
z=az+b B d'affixe — et d'angle Arg (a)
oua€Ceth€C |sjgec \ R S estla similitude directe de
la| # 1 centre Q d’affixe % de rapport
|a| de d’angle Arg (a)

Exercice de fixation
Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la similitude
directe S définie par son écriture complexe :

a) z=5z+ 2i; bz =z+1+3i;

C) Z':(l‘l'ﬁl)Z‘l'l_El; d)Z:('1+1)Z+2.

2 2 2 2

Solution
a) a= 5, dans ce cas ae R*\ {1}, S est une homothétie de rapport 5.
Déterminons l'affixe zo de son centre.
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_ 21
=157 73 )
Donc S est 'homothétie de centre le point d’affixe — Ei et de rapport 5

b) a = 1. Dong, S est la translation de vecteur d'affixe 1+3i
c)a=%+§i,danscecas aeC\R

1,3, -
5+ gl | =1, donc S est une rotation

Déterminons son angle
1, V3, 1, .3 T, T
Arg(=+—=i)=Z car-+i—=cos—+isin-.
2 2 - 3 2 2 3 3
Son angle est 3
Déterminons son centre

Son centre a pour affixe 1.

D'ou, S est la rotation de centre le point d'affixe 1 et d'angle %.

d)a=-1+1i,danscecas ae C\R
|-1+i| =+2, |-1+i|# 1 donc S est une similitude directe

M _ 3 . 3 . .3
Arg(-1+i) = =% (3:ar —1+1i=cos + isin*t
L’angle de S est Tn
b __ 2

a  1-(-1+i)
2

2-i .
__20@+) _a+2) 4 2,

(2-0)(2+1) 4+1 5 5

D'ou, S est la similitude directe de centre le point d’affixe % + %i , de rapport V2 et
d'angle =T,

c- Détermination de I’écriture complexe d’'une similitude directe
donnée par son centre, son rapport et son angle.

—

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ;u , V).
Propriété

Soit M' un point du plan d'affixe z' qui est I'image d'un point M d'affixe z par une
similitude directe S de centre Q d’affixe z, , de rapport ket d'angle 0.

Ona:z =ke'%(z-zp) +2zg.

Exercice de fixation

Détermine I’écriture complexe de la similitude directe de centre le point A d’affixe 7 de

rapport V2 et d’angle f.

Solution
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La forme générale de I’ écriture complexe de S est : 2’ = ke'(z - z) + z4
z' =2e"4(z- za) + za

s(VE, N2\, L

—\/5(2 +i 2)(2 D)+

=(1+)N(z-D+1i

=1+)z+1.
Donc I'écriture complexe de Sest : z'= (1 + )z + 1.

d. Construction de I'image d'un point par une similitude directe définie par
son centre, son rapport et son angle.

Propriété
Soit s une similitude plane directe de centre A ,de rapport k et d’angle 6( 6€]—m; 1[).

_ o AM' = kAM
Pour tout point M du plan distinct de A, s(M) =M (:){Mes (W; 0 )

Conséquence
Toute similitude directe s k,0) de centre A, de rapport ket d'angle de mesure 0, s'écrit

de facon unique sous la forme :

S(A;k;0) = I'(a;0) 0 ha; ) = h@; k) 0ra;o).

* h(a;k est'homothétie de centre A et de rapport k

* T(A;0) estlarotation de centre A et d'angle de mesure 0.

Vocabulaire:
L’écriture: sa;k;0) =r(a;0) 0 ha;x) = hea; k) 0 r@;0)s’appelle la décomposition canonique
dela similitude directe s(a;k; o)

Exercice de fixation 1
. ’ Py . 3
Ecris la décomposition canonique de s ; 2:5)

Solution
3T 3T 3
S(a;2;) =T(A;—) 0 ha;2) =ha;2)o0 ra;=).

Exercice de fixation 2 :
Construis l'image M' d’'un point M par la similitude directe S de centre A, de rapport 3 et
d'angle %.

Solution

Vs VA Vs
S(A;3;9) =h(A;3)Or(A;g)zr(A;g)Oh(A; M

3)

T b3
.S(A;3;g) = h(A;3) (0} I‘(A;g).

Ml r \Mll h Mv 1

=+

OS(A;3;%)=I'(A;%)Oh(A;3) AT It

M| M| M
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e. Similitude directe définie par deux points distincts et leurs images

Propriété
Soit A, B, C et D quatre points du plan tels que : A= B et C#D.
Il existe une unique similitude directe qui transforme A en C et B en D.

Conséquence
Soit A, B et C trois points du plan tels que : A= B et B=C.

Il existe une unique similitude directe qui transforme Aen Bet B en C

Exercice de fixation

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct.

On donne les points A(2), B(2+2i), C(1-3i) et D(-4i).

a) Trouve |'écriture complexe de la similitude directe s telle que : s(A) = C et s(B) =D.
b) Détermine les éléments caractéristiques de S.

Solution
a) Soit:z' =az + b ou aeC* etbe(, I'écriture complexe de S.
s(A)=C azp +b=z¢
{S(B):D < lazg +b=2zp
o { 2a+b=1-3i
2+ 2i)a+b=—-4i
@{ 2a+b=1-3i
(-2—-2)a—b =4i

2ia = 1+i
=Tt 3!

La 1¢re équation du systeme donne :
: : 1, 1
=1-3i-2a=1-3i-2(-= + =
b 3i-2a 3i-2( 5 + > i)
b=2-4i
L’écriture complexe de s est:z' = (-% + %i)z + 2 -4i

b) Notons kle rapport de S, 6 son angle et Q son centre :

J2

=11 4 1;y-N&

k=I5 +31=7

*9=Arg(-% +%i)=%77t

rro=—tTt = 20—y
1= 1-(—5+y)

\/E 3n

Dong, S est la similitude directe de centre Q(2-2i), de rapport —— et d'angle h

2

Cas particulier : Similitude directe définie par son centre, un point et son
image

Propriété

Soit A, B et C trois points du plan tels que: A=Bet A= C.
Il existe une unique similitude directe de centre A qui transforme B en C.
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Exercice de fixation

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct, on donne les points A(-2+i), B(1+2i)

et C(2-i).

On consideére la similitude directe S de centre A telle que : S(B) = C.
a) Trouve |'écriture complexe de S.

b) Détermine les éléments caractéristiques de S

SOLUTION
a) L’écriture complexe de s estde la forme:z' =az + bouae C*etb € C.

s(A)=A {azA +b =2z,
s(B)=C azg+b = z¢

—2+ia+b=-2+i (L
< {21+J2ril))z:1:b:2—;rl éL%))

—2+i)a+b=-2+i L
= {E—lj Zhabo2+i i)

(L) - (L2) & (-3-)a=-4+2i

_ —44+2i
4T 35
a=1-i

(L1) donne:b=-2 +1i-(-2+i)a
b=-2+i-(-24+i)(1-i) =-1-2i
Donc, S:z'=(1-i)z-1-2i

b) S a un centre, donc S n’est pas une translation.
a=1-1i,a€ C\R donc S n’est pas une homothétie.

|1-i] = \/E |a] #1 donc S n’est pas une rotation.

D’ou S est la similitude directe de centre A de rapport J2 et d'angle Arg(1 -1i)
Soit O 'argument principal 1-i.

oS0 = L
J2
Sin0 =——

1
N

= 0=-

N3

I

Conclusion : S est la similitude directe de centre A, de rapport \/E et d’angle - 4

f. Images de figures simples par une similitude directe

Propriété 1

Toute similitude directe de rapport ktransforme :

e une droite en une droite ;

e une demi-droite en une demi-droite ;

e un segment de longueur ¢ en un segment de longueur &¥ ;

e un cercle de centre A et de rayon r en un cercle de centre A’, image de A par la
similitude directe, et de rayon kr.

Propriété 2
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Toute similitude directe de rapport k multiplie :
e les distances par k ;
e les aires par k2

Exercice de fixation

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, I, ]).

On donne la similitude directe S dont I'écriture complexe est:z' = (1 +i)z-1- 2i
a) Calcule l'aire a1 de I'image du triangle OI] par S.

b) Trouve l'image (C2) par S du cercle (C1) de centre O et de rayon 2.

c) Détermine I'image de la droite (OI) par S.

Solution
a) Le rapport de la similitude S est v/2. Le triangle OI] a pour aire § ua.

" ’; . 2 1 1 .
Donc l'aire a1 de I'image du triangle OI] est : (\/E) Xo= 2 X S ua, soit 1ua.
b) Soit O’ I'imagede O par S.Ona: zy, = —1 — 2i.
(C2) est le cercle de O’ et de rayon 2v/2.
c) SoitI''image de I parS.Ona: z;, = —i.
L’image de la droite (OI) par S est la droite (O'I").

C- SITUATION COMPLEXE
Situation complexe 1

Lors de la préparation d’un exposé en géométrie, un groupe d’éléves d’une classe de
terminale découvre I’équation (E) : z € C, 2z? + 2z + 1 = 0.

IIs veulent avoir des informations sur cette équation.

Apreés réflexion, un éléve de ce groupe affirme que si 1’on note a une solution de (E) dont la
partie imaginaire est positive, les nombres a, a®et a® seront les affixes des sommets d’un
triangle équilatéral. Sa voisine de classe ne partage pas cet avis.

Ayant suivi la discussion, tu décides de les départager.

Dis, en argumentant, lequel des deux éléves a raison.

Solution
. 1 1. 1 1.
Les solutions de 2z% + 2z + 1 = 0 sont : —s—iet—-+-i, les nombres a, a’et a3 seront
, . L, . a3- 1 3. . a3- 1 3,
les affixes des sommets d’un triangle équilatéral si — == + £l ousi —===— £l or
a’l-a 2 2 a’l-a 2 2

a-a _

=a+1= % + %i donc le triangle n’est pas équilatéral

a-a

Situation complexe 2

Des ¢leves d’un lycée ont décoré avec
différentes figures géométriques les
murs de la salle du club de M
Mathématiques. ‘
La figure ci-contre représentant 1’une ‘ ‘
d’elles est constituée d’un quadrilatére

ABCD de sens direct et des triangles
rectangles isocéles AM;B, BM,C,
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CM;D et DM,A de sommets respectifs
M;, M,, M5 et M,.

Observant attentivement cette figure,
I’un des éléves de la promotion de
Terminale, passionné de nombres
complexes et de géométrie, affirme que
les segments [M; M;] et [M,M,] ont des
supports perpendiculaires et ont la
méme longueur.

Démontre en utilisant les nombres
complexes que I’affirmation de cet
éleve est correcte.

Solution
e Pour résoudre ce probléme, on va utiliser les nombres complexes appliqués a la
géomeétrie.
e Pour cela, désignons par z,, zg, z- et zp, les affixes respectifs des points
AB,CetD; z,z,, 25, et z, les affixes respectifs des points M, M,, M5 et M,.

Le triangle AM, B est rectangle isocele en M, & EB — ? = i (car le triangle AM; B est
A~ 41
directe).
zZg — iz
& 7, = Bl Z
=1
o g = (zp —izp)(1+i)
1 2
o g = ZaX(1—i)+ zpx(1+1i)
1 -_ .

2

De méme, on montre que les triangles BM,C,CM3;D ,DM,A sont rectangles si et
seulement si on a respectivement :

_ ZBX(l—i)+ Zcx(1+i) 2o = Zcx(l—i)+ ZDX(1+i) _ ZDX(I—i)+ ZAX(1+i)

= , = t
2 2 3 2 4 2

N Zy— Z
Il reste a calculer : =2—=2
Z3— Z1

zpx(1=D+zox(1+i) zpx(A-D)+zcx(1+i)

Zp— Zp _ 2 2
Z3— 74 T zex(1-D+ zpx(1+i) _ Zax(1-D)+zgx(1+1)

2 2

_ (1-0)(zp—zp) + (1+i)(z4— 2z¢)
(1-0)(z¢c—z4) + (1+i)(zp— zB)

et par multiplication par le
conjugué

__2X(zp—zp) +2ix(z4— z¢)
_ZX(Zc— Zp)+ 2iX (zp—zB)

(1+1) de (1 i)

[(zp—zp) +iX(z4— 2¢) ]

T IXlzo-2p) vix@a-z0)] "

les segments [M; M;] et [M,M,] ont des supports perpendiculaires et puisque
|z, — z,| = |z, — z,| ces segments sont de méme longueur.

Exercices de maison

Exercice 1
On donne le point A d'affixe 2+2i.

a) Détermine l'écriture complexe de la translation t de vecteur U d'affixe 1-3i.
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b) Détermine I'écriture complexe de I'homothétie h de centre A et de rapport -3.
c) Détermine 1'écriture complexe de la rotation r de centre A et d'angle % .
Exercice 2

Détermine les éléments caractéristiques de la similitude directe S dont I'écriture

complexeest:z' = (1 + ivV3)z+ 2iV3.

Exercice 3
Détermine dans chaque cas, la nature et les éléments caractéristiques de la
similitude directe s définie par son écriture complexe :

a) z =-3z+1-1; bz =z+1i;
0 7=C-Ziz+li; d) 7 = (2-2i)z.
e)z =-z+1i

Exercice 4

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ;e; ,e; ).
a) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point A

d’affixe 1- 7 de rapport 3 et d’angle _73”.

b) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point B
d’affixe i+/3, de rapport 4 et d’angle _72”

c) Détermine I'écriture complexe de la similitude directe de centre le point O, de
rapport % et d’angle %”.

D- EXERCICES

Exercice 1

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;U , V).

On donne les points A, B, C, D d’affixes respectives 2 +i,2-i,5-2i,5+2i .
Justifie que : les points A, B, C et D sont cocycliques.

Solution
. Zp—Zc . Zp—Zc _ 41 —3+i -2
Ona: 22—~ 2 —_t=-—.— ==
Zp—Zp 2Zp—Zp 3+i 21 5

\ .ZD—ZC . ZB—ZC
Dou:——=:—=——=¢€ R".
Zp—ZA ZBTZA

Par suite les points A, B, C et D sont cocycliques.

Exercice 2

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O;Ff 6]) ).
1) Détermine I’écriture complexe de la translation t de vecteur U d’affixe 1 + 4i.

2) Détermine 1’écriture complexe de la rotation r de centre A d’affixe 1 + i et d’angle 2?“ .

Solution

1) L’écriture complexe de la translation t de vecteuruest:z’ =z + zgz. Or zg = 1+4i.
L’écriture complexe de la translation ¢ de vecteur u est : z’' = z +1+4i.
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2) L’écriture complexe de la rotation r de centre A et d’angle Z?H est:

2T
z —(1+i)=e5(z—-(1+1)
2= (2 +1 D)@ - (1 +1) +1+i
2= (241 0)z+ 38435
2 2

+1
2 2

L’écriture complexe de la rotation r de centre A
d’affixe 1 + i et d’angle 2?“ est :
, (—_1+. \/E)Z+3+\/§+i 3—x/§_

2

Exercice de renforcement
Exercice 3

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;u , V).
Dans chaque cas, détermine et construis 1’ensemble des points M d’affixe z vérifiant la

condition donnée :

a) |z —2i] = 3.

by |lz—1+i|=|z+ 1+ 3i|.
c)arg(z—1—-1) E%[ZTL’].

Solution

a) |z — 2i] =3 < AM =3 ou A est le point
d’affixe 2i.

L’ensemble des points M dont ’affixe z
verifie :

|z — 2i| = 3 est le cercle (C) de centre A de
rayon 3.

b)
lz—1+i| =|z+ 1+ 3i]
slz-0A-0)| =

|z — (=1 -30)|
< PM =QM ou P et Q sont les points
d’affixes respectives 1 — i et —1 — 3i.

L’ensemble des points M dont ’affixe z
vérifie :

|z—1+i| =|z+ 1+ 3i| est la médiatrice
(A) du segment [PQ)].
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c)arg(z—1-1) E%[ZTL’]
(:)arg(z—(1+i))5%[2ﬂ] ‘
S arg(z—2zy) = 2[27'[], ou A(1+1i)

@Mes(ﬂ,/_,ﬁ/f) == i
L’ensemble des points M d’affixe z 2

vérifiant: arg(z—1—-1i) = %[Zn] est
la demi-droite [AP) privée du point A, ou !

Mes(ﬁ) = % ¥

3. Exercices d’approfondissement
Exercice 4

1) a) Résous dans C 1’équation 2 -2:+7=0.

Précise le module et un argument de chacune des solutions.
b) Déduis les solutions de "équation : (—iz+3i+3)? —2(—iz+3i+3)+2 =0

2) le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0,u,v) d’unité graphique 2cm,
On considére les points A, B et C d’affixes respectives 7 =|+i.z5 = Z_A 1p =113
a) Détermine les formes algébriques de z) . zg Bt 7p

b) Place les points A, Bet C

¢) Montre que les points A, B et C appartiennent au cercle (C) de centre I d’affixe 3 et de
rayon /3
I -3
Iy —

d) Calcule ; en déduire la nature du triangle 1AC.

Solution

1) a) 22 ~97+7=0. Utilisons (une fois quand méme la forme canonique !)

2 017 =leG-) -1+2=0e =) =—={ & 1-l=imi-l=—ic1=l+imz=1—i :
SEZ{ [+i: 1= }

l+i:ﬁ(g+ig)=\/§(cus%+isin%) =7 et ARE(I+i)=%.

On montre de méme que : ||—i|:\/f et ARE(I_i):_%
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b) En posant 7=—iz+3i+3, 1’équation dévient :12 ~21+2=0 donc les solutions sont
d’aprés la premiére question, Z=1+iouZ=1-1i.Donc —iz+3i+3=1+i ou —iz+3di+3=1-i ;
1=2-2 ou 7=4-7i ; Sp={2-2i:4-1i}

2°/ a) ZA:|+i,ZB =1-i, I =2-12 ;
b) Figure

¢) Il suffit de montrer que A =1B=IC=+/3

N =|e | =N+1-8 =|-2+{=+5 ; B=lgg|=[1-i-3=|-2-{=+5
L=l =2 -2i-3 =|-1-2{ =5
d) EE—:?}:i ; le triangle IAC est rectangle et isocéle en |.

)

A

/

Exercice 5

Exercice 5
Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O, I, J).
A, B et D sont les points d’affixes respectives —1 + 3i ; —2et2 + 2i.
Soit r la rotation d’angle g et de centre le point J d’affixe i.
1- a) Fais une figure.
b) Démontre que 1’écriture complexederest:z' =iz+ 141

2- a) Justifie que B est I’image du point A par la rotation .
b) Justifie que D est I’antécédent du point A par r.

3- Soit C I’'image du point A par la symétrie centrale de centre J.
a) Calcule I’affixe du point C.
b) Démontre que le quadrilatere ABCD est un carré.

Solution
1-a)
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b) écriture complexe de r
L’écriture complexe d’une rotation est de la forme : z' = e'*(z — w) + w oU « est I’angle de
la rotation et , I’affixe du centre de cette rotation. on en déduit que :

.TT
z ' =e'2(z—i)+i=iz+ 1 +iest I"écriture complexe associé a cette rotation.

2) a- Soit z'4, I’affixe de I’image de A par larotationr; z'y =i X (—1+3i))+1+i=-2=
Zg.
b- cela revient a résoudre 1’équation :z €C, —1 4+ 3i = iz + 1 + i. On obtient :

Z=_2f2i=2+2i=ZD.

l
3) a- calcule de I’affixe de C

Z]:ZA+ZC<:>ZC:2XZ]—ZAZZXi_(_1+3i):1_i'

b- démontrons que ABCD est un carré.
Il suffit pour cela de montrer que ABCD est un losange ayant deux cotés consécutifs
perpendiculaires.
[ ] |ZB _ZAl = |ZB — ch = |ZC _ZDl = |ZD —_ ZAl , dOFIC AB = BC = CD :DA
zZp—z —2—(—1+3i —-1-3i  (—1-3i)(2+4i —-2—-4i-6i+12 10-10i 1 1,
¢ zi—zj - 1—i—((—1+3)i) BRI 20( = 20 =% —z ldonc

EE—

—_— . —_— _ ﬁ _ E . — . —_— _
Mes (AB ; AC) =arg o et puisque Mes (AB ; AD) =2X

—
— —

Mes (AB D A ) =2 X % = g d'ou le résultat.
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Terminale D

L COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
Mathématiques

THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Durée : 14 heures Code :

Lecon 12 : SUITES NUMERIQUES

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans le souci d’avoir assez de revenus pour 1’organisation des festivités de fin d’année, le président de la
promotion terminale veut effectuer le placement de la somme de 300.000 Francs CFA que la promotion a
dans sa caisse au premier Janvier 2021.

Il se rend dans une structure bancaire et le banquier lui propose deux options.
Option 1 : le capital placé est augmenté de 2500 Francs CFA a intéréts simples par mois.
Option 2 : le capital placé augmentera de 5% de mois en mois pendant la durée du placement.

Le budget de la manifestation étant de 400.000 Francs CFA, le président voudrait connaitre I’option la plus
avantageuse pour obtenir rapidement cette somme avant la date de la manifestation fixée au début du mois
d’aolt 2022.

Le président veut savoir laquelle des deux options est plus avantageuse.

Les éleves de terminale décident d’aider le président a faire le meilleur placement.

B. CONTENU DU COURS

1. Rappel sur les suites arithmétiques et les suites géométriques

Nature de la N NS

. Suite arithmétique Suite géométrique
suite

{ uo =a
Définition Upyr =Up+7, TER { Uy =a
Uppp = qUn 54 ER

Raison r q
Caractérisatio ‘U, =nT+ U Vpi1 = Q"0
n par une *PourtousneNetpeN, * PourtousneNetpeN,
formule u, =(m—p)r+u, Uy = vpq" P
explicite

1/14
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Ug+uUn

Ug +up + ot Uy = (1) siq # 1alors
U0+U1+"'+Un

n+1
= vy X
Somme des 0
termes W+ tu, = (m—p+1) 2oy Si q # lalors
, . p n 2

consécutifs i n-p+1
n et p sont des entiers naturels tels que Uy + vy = 1y X
n=p

telsquen>p

ou n et p sont des entiers naturels

Exercices de fixation

Exercice 1
1) (u) est une suite arithmétique de raison —3. Détermine une relation entre u,,,.; et u,.
2) (v) est une suite geométrique de raison —3. Détermine une relation entre v,,,; et v, .

Solution

Duptr = Uy — 3
2) V41 = —30p
Exercice 2

1) (u) est une suite arithmétique de raison 2 et u; = —5. Exprime u,, en fonction de n.
2) (v) est une suite geométrique de raison — % et v, = 16. Exprime v, en fonction de n.

Solution
1) u,=m—3)r+u;
U, =2n—-3)-5;
soit : u, = 2n —11.

2) vp=vaxqt
vy =16 X ()",

Exercice 3

1. (u) est une suite arithmétique de raison —3 et u, = 7.
Calcule lasomme : uy + u; + -+ + uyg

2. (v) est une suite géométrique de raison —2 et v, = 16.
Calcule lasomme : v, + v3 + -+ vy,

Solution
1oug 4+ uy + -+ Uupy = (20—0+1)(@)

Ona:u,=m0-2)r+u, =-3(n—2)+7;so0it: u, = —3n+ 13; donc, uy, = 13 et
uzo = _47

Parsuite 1 ug + ug + -+ uyo = (20-0+ 1) (u0+u20)

2
13 —47

u0+u1+--'+u20=21( 2

)
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DOﬂC uo +u1 + o+ uzo == 21 X (_17) - - 357

1-q21-2+1
2. UZ + v3 + -+ U21 = Uz(T
Ona:v, =v,xq"*=16x (=2)"* donc: v, =16 X (—2)*"* =16 X (- %)2 ; soit v, = 4.

_(_ 9\20
Par suite : v, + v3 + -+ + vy = 4(%) = %(1 - (2)29).

2. Raisonnement par récurrence
Le raisonnement par récurrence s’applique aux propositions dont 1’énoncé dépend d’un entier naturel n.

Méthode

Pour démontrer qu’une proposition dépendant d’un entier naturel n est vraie pour tout n > n, (n, étant
un entier naturel donné), on procéde en trois étapes :

* On vérifie que la proposition est vraie lorsque n = n,. (Initialisation)

* On suppose que la proposition est vraie pour un entier k = n, et on démontre qu’elle est vraie pour
I’entier suivant k + 1. (Hérédité)

* On conclut que la proposition est vraie pour tout entier naturel n > n,. ( Conclusion)

Exercice de fixation

U.O:_l

Soit la suite (u définie par : 1 )
( n)nEN p {un+1 — Eun + 3

Démontre par récurrence que : Vn € N, u,, < 6.

Solution :
Soitn € N.
Notons la proposition : < u, < 6 >.
» Vérifions que la proposition est vraie au rang 0, ¢’est-a-dire que : uy, < 6.
Ona:uy, =—1. Alors u, < 6. Donc est vraie la proposition est vraie au rang la proposition est
vraie au rang la proposition est vraie au rang 0.
» Soit k un entier naturel tel que k > 0.
Supposons que la proposition soit vraie au rang k c¢’est-a-dire que : u; < 6, démontrons que la
proposition est vraie au rang k+1 ¢’est-a-dire que : u,,; < 6.
D’apres ’hypothése de récurrence ci-dessus, u; < 6.

On en déduit que : %uk <3,
%uk +3<3+3 ;soit%uk + 3 < 6,c’est-a-dire : uy,, < 6.

D’ou la proposition est vraie au rang k+1 est vraie.
» Conclusion: vn € N, u, < 6.

3. Suites croissantes, suites décroissantes
Définitions

Soit (u,,) une suite de nombres réels et E son ensemble de définition. On dit que :

= |a suite (u,) est croissante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, < uy44.

= |asuite (u,) est décroissante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, = uy41.

= |asuite (u,) est strictement croissante, lorsque pour tout entier naturel n de E,

= |asuite (u,) est strictement décroissante, lorsque pour tout entier naturel n de E,
Un > Unyq.

= |asuite (u,) est constante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, = uy, 4.
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= |asuite (u,) est monotone, lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

Méthode
Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique (u,,) définie sur une partie E de N, on peut
utiliser I’'une des méthodes suivantes :

a) La méthode algébrique
» On étudie le signe de : up4q — Uy
= Sipour tout n de E,u,, .1 —u, = 0, alors la suite (u,) est croissante.
= Sipourtoutn deE, u,;q —u, <0, alors la suite (u,) est décroissante.

» On compare le quotient % a 1 si pour tout entier naturel n de E, u,, > 0.

u

= Sipour tout n de E,

Z“ > 1, alors la suite (u,,) est croissante.

n
Un+1

= Sipour tout n de E,

< 1, alors la suite (u,,) est décroissante.

n

b) La méthode a I’aide d’une fonction
Siu, = f(n), alors (u,) a le méme sens de variation que la fonction f.
On étudie donc les variations de la fonction f sur | contenant E.

= Si f est croissante sur I, alors la suite (u,,) est croissante.

= Si f est décroissante sur I, alors la suite (u,,) est décroissante.

c) Utilisation du raisonnement par récurrence

Exercices de fixation

Exercice 1
Soit la suite (w,,) définie sur N par : w,, = n? + 3n. Démontre que la suite (w,,) est croissante.

Solution

Pour tout entier naturel n, w,.;y — w, = (n+ 1?2+ 3(n+ 1) — (n? + 3n)
Wpe1— Wp=2n+4;donc:VneN, wy; — w, >0.

Par suite, la suite (w,,) estcroissante.

Exercice 2
Soit la suite(v,,) définie sur N par : v, = e~2"*1,
Démontre que la suite (v,) est décroissante.

Solution
vn € N, v, > 0. Calculons:”Z—“.
n
JVns1 _ eV o -2 . Vni1
Ona:“—=-—5—=e"%,0re"“<ldonc:vn € N,—< 1.
Un e Un

Donc la suite (v,,) est décroissante.
4. Suites majorées, minorées, bornées

Définitions

Soit (u,,) une suite de nombre réels et E son ensemble de définition. On dit que :

* La suite (u,,) est majorée, s’il existe un nombre réel M tel que pour tout entier naturel n de E, u,, < M.
* La suite (u,,) est minorée, s’il existe un nombre réel m tel que pour tout entier naturel n de E, u,, = m.
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* La suite (u,) est bornée, si elle est a la fois majorée et minorée.

Remarque : On peut utiliser un raisonnement par récurrence pour démontrer qu’une suite est soit

minorée, soit majoree, soit bornée

.Exercice de fixation
Soit (u,,) une suite de nombres réels.
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

N° Affirmations

Réponses

Si pour tout entier naturel n, u,, < —3, alors la suite (u,,) est minorée par —3

S’il existe un entier naturel n, tel que u,, > 0, alors la suite (u,,) est minorée
par 0

3 | Si pour tout entier naturel n, u,, = 2, alors la suite (u,,) est majorée par 2

4 | Si pour tout entier naturel n, |u,| < 1, alors la suite (u,) est bornée

Solution
1. Faux 2. Faux 3. Faux 4. \rai

5. Convergence d’une suite numérique
a. Définition

e On dit qu’une suite (u,) est convergente lorsqu’elle admet une limite finie.
e Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Propriété

e Si une suite numérique admet une limite, alors cette limite est unique.

e Soit (u,) lasuite de terme général u,, = f(n), ou f est une fonction définie sur un intervalle de la

forme [a; +oo[.
Si lirP f(x) =1, (l € Roulestinfini) alors lirp u, =L
xX—+00 n-+oo

Exercices de fixation

Exercice 1
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

N° Affirmations Réponses

La suite de terme général v/n est convergente.

. o 1
2 | La suite de terme général — est convergente.

3 | Lasuite de terme général cos(n) est convergente

Solution
1. Faux 2. Vrai 3. Faux

Exercice 2
. . - 3n?-2n+1
Soit la suite (u,),en+ de terme général u,, = —

Calcule la limite de la suite (uy,)en®
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Solution

2_
Soit f la fonction définie sur [1; 4oo[ par : f(x) = %
Pour tout n € N*, u,, = f(n).
2_ 2
Ona: lim f(x) = lim Z=2" = jim 2 = Jim 2=0. Donc: lim u, = 0.
X—+00 X—+00 X xX—-+o00 X XxX—>+00 X n—-+oo
b. Limites de référence
Propriété
lim n* =40, (a €R}); lim iazO, (¢ € RY).
n—+oo n-+oon
Remarque :

Les propriétés concernant les limites de la somme, du produit ou du quotient de deux fonctions
numériques a variables réelles demeurent applicables aux limites de la somme, du produit ou du quotient
de deux suites numériques.

Exercice de fixation

Détermine la limite de la suite (u,) de terme général u,, dans chacun des cas suivants :
__In(n+1)

1)un—T Qu,=Vvn?+1—-n
Solution
1) ona :ln(n+1) _ In(n+1) % n_+1
n n+1 n
Droi: lim (B22) = get lim =1 Donc: lim u, =0.
n-+oo n+ 1 n-+oo N n-+oo
2 =t

2)Ona:vn?+1—n m;n.

Dow: lm un = lm Zm = 0

c. Propriétés : convergences des suites monotones

Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.
Toute suite croissante et non majorée diverge en +co.

Exercice de fixation

Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

N° Affirmations Réponses
1 | Toute suite décroissante et a termes positifs est convergente.

2 | Toute suite croissante et non majorée est convergente.

3 | Toute suite croissante est nécessairement convergente

4 | Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Solution
1. Vrai 2. Faux 3. Faux 4. Vrai
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Remarque : Euler a démontré que :

6. Compléments sur les limites de suites numériques

lim (1+2i2+3i2+...+n_12)=_.

n-+oo

2

6

a. Croissances comparees des suites (a™), (n%) et (Inn)
Les résultats concernant les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithmes s’appliquent

aux suites.
Propriété 1
Suite Hypothese Conclusion
Si—1<a<1 |alors lim a" =0
n—-+oo
H ] n _—_
(@")nen+ a €ER Sia=1 alors lim ™ =1
Suite géométrique de raison a Sia>1 alors lim a" = +oo
n—+oo
Sia< -1 alors la suite (a™) n’a pas de limite
Sia<0 alors lim n* =0
a e R n—-+oo
(W Inen, @ Sia=0 alors lim n% =1
Suite puissance n—+oo
Sia>0 alors lirP n% = +oo
n—->+0o

(Inn)pen-
Suite logarithme

lim (Inn) = +o
n—-+oo

Exercice de fixation

Pour chaque limite, parmi les quatre lettres A, B, C et D, choisis la lettre correspondant a la réponse juste.

A B C D
1 nl_i)rlloo n-3 = 0 +00 n’existe pas
2
2 lim n3 = 0 +o0 n’existe pas
n—-+oo
3 nl_i)rpoo( -3)" = 0 +00 n’existe pas
4 2 .
lim (—)" = 0 +0o0 n’existe pas
n-—-+oo e
5 s .
lim ns= 0 +o00 n’existe pas
n—-+oo
; n _— S -
6 nl_l)t&()( "= 0 too n’existe pas
Solution
1.A; 2C; 3D; 4A; 5A; 6.C

Remarque : Les propriétés de croissances comparées des fonctions exponentielles, puissances et

logarithmes s’appliquent aux suites de types (a™), (n%) et (Inn).

Propriété 2 (Croissance comparee)
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Sia>0,alors lim 2Z =,

n-+oco N

Sia>1let a>0alors lim %:0.

n—+oco a

Si0<a<1leta<o0,alors lim = = +oo,

n-+oco a

Exercice de fixation
Calcule la limite de chacune des suites (u,), (v,) et (w,,) définies par :

_Vn — 2 _ on+3 _ nx3t
Up =10 Un =1 -2 etwy, ==
Solution
. Vn Inn .
e Ona:—= lnn Puisque lim — = 0,donc lim u, = +oo.
Inn n-+o n-+oo

-1
n2

e Ona:(n?-2"3) =28 - 8).

nz

2
Or: lim 2" = +ooet lim (:_n_ 8) —8, car lim Z_n_ 0.Donc lim v, = —co.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+4oo

e Ona:sia>1let a>0alors lim = =0,

n-+oo a
nx3n n
o —meta——eta>1 ;a=1eta > 0.Tapez une équation ici.
Donc: lim w, = 0.
n—-+oo

b. Propriétés de comparaison
Les propriétés de comparaison concernant les fonctions sont applicables aux suites.

e Soit (u,) et (v,) deux suites numériques convergentes.
Siu, < v, apartir d’un certain rang, alors lim u, < lim v,

n—-+oo n—-+oo

e Soit (u,) une suite numérique.

- S’il existe une suite (v,) telle que u,, < v, a partir d’un certain rang et si hrn v, = —oo, alors
lim w, = —oo.
n—-+oo

- S’il existe une suite (v,) telle que u,, = v, a partir d’un certain rang et si lim v, = +oo, alors
n-—-+oo

lim u, =+
n—-+oo

e Soit (u,) une suite numérique et [ un nombre réel.
S’il existe deux suites (v,,) et (wy,) telles que v, < u,, < w,, a partir d’un certain rang et si (v,,) et
(wy,) convergent vers [, alors la suite (u,,) est convergente et sa limite est [.

Conséquence

Soit (u,,) une suite numérique et I un nombre réel
S’il existe une suite (v,,) telle que |u,, — l| < v, a partir d’un certain rang et si (v,,) converge vers 0,
alors la suite (u,,) est convergente et sa limite est .

Exercices de fixation

Exercice 1

2 2

Soit les suites (u,) et (v,,) définies par: u, = Z—n —8etv, = Z—n
Justifie que : hm U, < lim v,.

n—+oo
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Solution
Ona:vneN,u, <v,,donc lim u, < lim v,.
+

n——+oo n—-+oo

Exercice 2

Soit les suites (u,) et (v,) définiessur Npar: u, = —n+cosnetv, =n?+ (—1)™
Calcule la limite de chacune des suites (u,) et(vy,).

Solution
e Commecos(n) <1, VneN,u,<-—n+1et lirP (—n+1) =—o0;
n—-+oo
alors lim u, = —oo.
n—-+oo

e Comme (—1)">-1,VneNn?-1<uv,et lim (n?=1) =+4o;
n—->+oo
alors lim v, = +4oo0.

n—-+oo

C. Limite d’une suite du type : v,, = f(u,)

Propriété
Soit f une fonction, E son ensemble de définition et (u,,) une suite d’éléments de E .La suite (v,,) définie
par v, = f(uy).
Si lim u, =aetlimf(x)=1,alors lim v, =1, (l €R).
n-+o x—a n-+o

Exercice de fixation
Détermine la limite de la suite (v;,)de terme général v,, = n sin -

Solution
sin(%)
&
Posons : pour tout € N*, u,, = % . Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =
Ona:wv, = f(uy).
Ona: lim u,=0etlimf(x)=1,donc: lim v, =1.
n—+oco x—0 n—+oo

Pour toutn € N*, v, =

sinx

X .

d. Suite récurrente
Propriété
Soit f une fonction continue sur un intervalle K et (u,,) une suite & valeurs dans K définie par la formule
Uy =a,a €R
Uns1 = f(Un)-
Si la suite (u,,) est convergente, alors sa limite est une solution de 1’équation :
x €K, f(x)=nx.

de récurrence : {

Exercice de fixation

Uy = 0,8
1 Upy -
VneNu, = Eun(l +

On suppose que la suite (u,) est décroissanteetque:vn €N, 0 <u, < 1.
Démontre que la suite (u,,) est convergente et détermine sa limite.

Soit la suite (u,,) définie par : {

Solution
La suite (u,,) est décroissante et minorée par O ; donc elle converge.

9/14
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N 1 1
Ona:uyy; = f(uy)olf(x) = Ex(l + Ex).
La fonction f est continue sur [0; 1] et V n € N, u,, € [0; 1] ; donc la limite de la suite (u,,) est solution

de I’équation : x € [0; 1], f(x) = x
1 1
f(x)=x<:>§x(1+§x>=x<:>x2—2x=0<:>x=00ux=2

Puisque, 0 € [0;1] et 2 & [0; 1] donc, 0 est I’'unique solution de I’équation : x € [0; 1], f(x) = x.
Par suite, lim u, = 0.

n-—-+oo

C. SITUATION COMPLEXE

Une entreprise achéte un vehicule a un colt de 30 000 000 F CFA. Ce véhicule se déprécie de 20% par
an ; c’est-a-dire que son prix de revente baisse de 20% par an, pendant la méme période, les prix des
véhicules neufs de ce type augmentent de 3% par an. L’entreprise prévoit remplacer ce véhicule dans cinq
ans en le revendant a un employe si la différence du prix d’achat du nouveau véhicule et le prix de
revente de I’ancien véhicule n’excéde pas 25 000 000 F CFA. Ton pere est employé dans cette société et
envisage acquérir ce véhicule au bout de cing ans si son prix n’excede pas les 10.000 000 F CFA. Il se
demande si la société acceptera de lui céder ce véhicule. 1l te sollicite pour savoir s’il peut I’acheter.

En utilisant tes connaissances mathématiques donne-lui une réponse argumentée.

Solution

» Pour répondre a la préoccupation de 1I’employé¢, je vais utiliser les suites numériques.
» Je calcule le prix de vente de chaque véhicule dans cing ans.
» Je fais la différence des deux prix pour répondre a la préoccupation de I’employé.

e Soit u, le prix de revente de I’ancien véhicule aprés n années d’utilisation
Ona:u,s1=u, —0,2u,=0,8u,
Donc us= 30000000 x (0,8)>=9 830 400 .

e Soit v, le prix d’achat d’un nouveau véhicule aprés n années
Ona:v,=v, +0,03u,=103u,
Donc vs= 30000000 x (1,03)° ~ 34778222.

o vz —ug = 34778222 — 9830400 = 24 947 822
» Comme 24947 822 < 25 000 000 alors ’employé pourra acquérir ce véhicule aprés cing
ans.
D. EXERCICES

1. Exercices de fixation

Exercice 1
Soit (u,,) une suite géométrique de raison q et de premier terme u,
Relie a chaque ¢lément du tableau de gauche I’élément du tableau de droite correspondant.

Sig>1etu,>0, »| () n’a pas de
alors | limite
Si -1<g<1l,alors| s o (u)diverge vers +oo
1 <
Stu,<0etg>1,| .| () converge vers 0
alors o 10 /14
Si q < “*], alors b (uv) leCI'gC vers —o B camScanner



Exercice 2

Soit (v,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme v,
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations contenues dans le tableau ci-dessous.

N° Affirmations Réponses
Si vy > 0, alors (v,,) diverge vers +oo.
Sir < 0, alors (v,) diverge vers —co.
Sir = 0, alors (v,,) converge vers v,

Solution
1) faux ; 2) vrai ;3) vrai.

Exercice 3

Soit la suite(u,,) définie pour tout entier naturel n > 2 par : u,, = Vlnn.
Etudie le sens de variation de la suite (i) 52

Solution

Considérons la fonction f définie sur [2; +oo[ par: f(x) = VInx.

Pour tout entier naturel n > 2, ona :u, = f(n).

Vx € [2; +oof, f'(x) = ﬁm V x € [2; +oof, f'(x) > 0. Donc la fonction f est croissante
sur[2; +ool.

Par conséquent, la suite (u,),s2 €st croissante.
Exercice 4

Etudie la convergence de la suite numérique de terme général (—1)™.
Solution

Tous les termes de rang pair de cette suite sont egaux a 1 et ceux de rang impair a —1.
Donc cette suite n’admet pas de limite. Elle est divergente.

Exercice 5

. . .. g +3n?
Soit () nen+, 1a suite numérique définie par : u, = %
Démontre que la suite (u,,),en+-€St minorée par 2.
Solution

N . n+3n? n?+n-2 | . n—1)(n+2)
Pourtoutn € N*,ona:u, —2 = ——2= — ;donc:u, —2 =—+—>—
1+n 1+n 1+n

neN*"=n=>1,dou: %20. Donc:u, —2 >0, c’est-a-dire: Vn € N*,u,, > 2.

On conclut donc que la suite (u,,),en+€St minorée par 2.

Exercice 6

11/14
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2
1+n?
Démontre que la suite v est minorée par/2 et majorée par 2.
Solution

On considere la suite v définie sur N par : v, = [4 —

Pour tout entier naturel nde N,ona: 1 <1 + n?.

1
1+n*21e0<
1+

0< :
=
1+

2 < —
-1

S 2<4— <4

1+ n?

eV2< [4- < 2.

1+ n?

Donc:Vn € N,v2 < v, < 2,donc, la suite v est donc bornée (minorée par v/2 et majorée par 2).

Pour tout entier naturel nde N,ona: 1 <1 + n?.

<1

1+n?>1<0<
1+ n2

<2

S0<
1+ n2

o —-2< - <0
-1

+ n?

S 2<4-— <4

1+ n2

2
eV2< [4-——< 2.
1+ n2

Donc:Vn € N, v2 < v, < 2,donc, la suite v est donc bornée (minorée par v2 et majorée par 2).

Exercice 7
On considere la suite (u,)pen+ de terme général u, = Y. 1k2 =1+ + >+ +—

a) Etudie le sens de variation de la suite (u;,;)qen*-
b) Justifie que la suite (u,),en-€St Majorée par 2.

(On pourra utiliser I’inégalité : V k > 2; k2 < k— — —)
c) Démontre que la suite (u,),en-€St CONvergente.
Solution

a)Ona:VneN*
Ups1 — 1+ >+t ey ct = =4

1 1 1 1
(n +1)2 (1+z_2+3_2+'"+_):—

Or:vn € N7, > 0
"(n +1)2
Donc la suite (u,)nen+ €St strlctement croissante.

b) En utilisant I’inégalité : V k > 2; <=—-,

kz_k 1 k
on obtient: vn € N*, u,, < 1+(1——)+(———)+ +(——1).

n—1 n
Ce qui donne : vn € N*, u, SZ—;<2,car;>0.

12 /14
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Donc la suite (u,,)nen+-€St majorée par 2.
c) Lasuite (u,)nen €St croissante et majorée par 2 ; donc elle converge.

d) Ona: vn € N*,

1 1 1
un+1—un=1+2—2+3—2+---+§+

Or:vn e N*

1
(n+1)2

1 1 1 1
~(T4gptgtotn) =my

1
" (n+1)?

> 0;

Donc la suite (u,),en+ €St Strictement croissante.

1 1

e) En utilisant I"inégalité 1 Vk > 2; = < — — = |

onobtient: vn € N*, u, <1+ (1 —%)+ G—g) 4+ -+ (L—-)_

k? T k-1 k
1

n—1 n

Ce qui donne : vn € N*, u, SZ—%<2,car%>0.

Donc la suite (u,)nen+-€St majorée par 2.
f) Lasuite (uy)nen+ €St croissante et majorée par 2 ; donc elle converge.

Exercice 8
Soita € E 1[ et les suites (u,) et (v,) tellesque uy = 2; vy = 3 Up4q = au, + (1 —

a)v, et v = (1 —a)u, + avy,.

1)
2)

3)

4)

Démontre par récurrence que pour tout entier n € N, v, — u,, > 0.

a- Démontre que la suite (u,,) est croissante.

b- Démontre que la suite (v,,) est décroissante.

c- Démontre que les suites (u,,) et (v,) sont convergentes.

Soit la suite (w,,) définie par w, = v,, — u,, .

a- Démontre que la suite (w;,) est une suite géométrique a déterminer.
b- En déduire que les suites (u,,) et (v,) ont la méme limite.

Soit la suite (t,,) définie par t,, = u,, + v, .

a- Démontre que la suite (t,,) est une suite constante.

b- En déduire la limite commune des suites (u,) et (vy,).

Solution

1) Démontrons par récurrence que pour tout entier n € N, v, — u,, > 0.

2)

>
>

Vo — Uy = 3 —2 = 1> 0, donc la proposition est vraie au rang 0.

Soit k € N.

Supposons que v, — u;, > 0, démontrons que vy, — Ug4q > 0.

V1 — U1 = (1 — Quy + avy — (au + (1 — a)vy) = (2a — D (v — wy),

D’apreés I’hypothese de récurrence v, — u;, > 0, par définition, a € E 1[ ©0<2a-1<1
Donc vy, 1 — ur4+q > 0 et la proposition est vraie au rang k + 1.

Conclusion : pour tout entier n € N, v, — u,, > 0.

Uppr — Up = AUy + (1 — vy —up = (1 — @) (v, — up).

D’apreés 1) pour tout entiern € N, v,, —u,, > 0,deplusa € E, 1[ donc (1 —a) > 0.

D’ou pour tout n € N, u,,.; — u,, > 0 et la suite (u,,) est strictement croissante.

Vnt1 — UV =Vppn = A —up+av, —v, =1 —-a)(u, —v,) = -1 - a)(vn — Up).
D’aprés a. pour tout n € N, v,,,.; — v, < 0 et la suite (v,) est strictement décroissante.

La suite (u,,) est croissante donc pour tout entier n € N, uy < u,.

La suite (v,) est décroissante donc pour tout entier n € N, v,, < v,.

D’apres 1) pour tout entier n € N, v,, — u,, > 0, c’est-a-dire pour tout entier n € N, u,, < v,.

13 /14
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D’ou pour tout entier n € N,uy < u, < v, < v,.

La suite (u,,) est croissante et majorée par v, donc elle est convergente.

La suite (11,,) est décroissante et minorée par u, donc elle est convergente.
3) Soit la suite (w,,) définie par w,, = v, — u,,.

& Wpiq = VUpgp1 — Ungq = (1 — Quy + avy, — (au, + (1 — a)vy) = (2a — 1) (v, — u,) donc
Wpe1 = (2a — 1)w,. La suite (wy,) est la suite géométrique de premier terme wy = vy —uy = 1
et de raison g = 2a — 1.

b. a€3;1fdonci<a<1soitl<2a<2et0<2a-1<1

La suite géométrique (w,,) a pour raison g = 2a — 1 avec 0 < q < 1 donc elle converge vers 0
et lim (v, —u,) =0 lim v, = lim u,.
n—-oo n—->oo n—-oo
Conclusion : les suites (v,) et (u,,) ont la méme limite.
4) Soit la suite (t,) avec t,, = u, + v, pour tout entier n € N.

a thyr1 =Uppr F Vv =au, + (A1 —a)v, + (1 —a)u, +av, =u, + v, = t,.
Donc pour tout entier n € N, t,,,1 = t5,.
La suite (t,) est constant.
b. pourtoutentiern e N,t, =ty =uy+vy=3+2=05.
Soit [ la limite commune de (u,) et de (v,,). Comme la suite (t,,) est une suite constant alors elle
est convergent.

e D’une part: lim th = lim =
n— +oo n - oo
, . lim _lim _lim lim _
e D autrepart.n_) +ootn =05 +oo(un+vn) =05 +Ooun +rl . +ooU” = 21

. Onadon02l=5<:>l=§.
lim _lim
u, =
n - 4o n — 4+oo

17—5
n 2"
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Terminale D . B .
COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE

Mathématiques
THEME : FONCTION NUMERIQUE

Durée : 12 heures Code :

LECON 10 : CALCUL INTEGRAL

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans ses recherches sur internet, un éléve de Terminale scientifique découvre le document suivant :
Densité de flux magnétique

N
>
o=
| i 7 > »
M T _\\. ",‘ }
S P A Y > .
_____ = >
. Y » -
. e > >
N A -
NS

La densité du flux magnétique dépend du flux magnétique traversant la zone A :

@ =B x dA.
Si le champ magnétique est homogene et la surface A uniforme, le flux magnétique @ est calculé avec

le produit suivant : ® =B x A.
Il montre le document a ses camarades de classe qui sont intrigués par la formule

®=]B x dA.
Ils décident de s’ informer pour comprendre cette formule.

B. CONTENU DU COURS

I. Intégrale d’une fonction continue
1. Notion d’intégrale

a) Propriété et définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K et F une primitive de

f surK.
Le nombre réel F(b) — F(a) ne dépend pas de F.
Il est appelé intégrale de aabde f

Notation :
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On note :
. fab f(x)dx et onlit « intégrale (ou somme) de aa b de f(x)dx »

ou
« [F(x)]2 etonlit : " F(x) pris entre a et b".

Donc, ona: [7 f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a)

b) REMARQUES
* a et b sont appelés bornes de I’intégrale fab f(x)dx

* La lettre x n’intervient pas dans le résultat de fab f(x)dx.
On peut donc la remplacer par toute autre lettre différente de a et b. On I’appelle variable muette.

ona:f) f()dx = [° f(©dt = [ f(2)dz = - = F(b) — F(a).

c) Conséquences de la définition
. faaf(x)dx =0
o [Jf(0dx=-f(x)dx

Exercice de fixation :
Calcule les intégrales suivantes:
—-12
xV3 — xdx

1 1 1 1
szxzdx; szzzdz : ]=f(1——)dt et Hzf
0 0 3 t “12

Solution :
« Considérons la fonction continue sur [0; 1] et définie par : f(x) = x2.

Une primitive de f sur [0; 1] est la fonction F définie par : F(x) = §x3 .
Donc I = [ x2dx = [le]l = x13-0 ==
0 3 o 3 3’
P=I= § car la variable z est muette
« Considérons la fonction continue sur [1; 3] et définie par f(t) = (1 — %)
Une primitive de f est la fonction F définie par F(t) =t—Int.
| 1
Donc:] = [, (1 —?)dt
= [t — Int]}
=(1-1In1) — (3—1n3)
=1—-3+1In3
J =-2+1In3

*H= f_—1122 xV3 — xdx = O car les bornes de I’intégrale H sont identiques.

d) Interprétation graphique de I’intégrale d’une fonction continue et positive

Propriété

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et (C;) sa courbe représentative dans
le plan muni d’un repere orthogonal (O, ], ]).

fabf(x)dx est I’aire A (en unités d’aire) de la partie du plan limitée par la courbe (C;), I’axe (OI),
les droites d’équations x = a et x = b.
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L’unité d’aire est I’aire du rectangle OIAJ
lu.a =0Ix0J
Ona:A = fabf(x)dxu.a
Remarques
« La partie du plan limitée par la courbe (Cs ), I’axe (OI), les droites d’équations x = a et x = b est
- ) (a<x<b
aussi I’ensemble des points M(x; y)du plan tels que : {O <y<f

Exercice de fixation :

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; I ; J). Unités : 2 cm sur 1’axe des abscisses et 3 cm sur
I’axe des ordonnées.

On considere la fonction f définie par : f(x) = 2x + 1.

1) Justifie que f est continue et positive sur [0 ; +oo[

2)Interpréte graphiquement fosf(x)dx :

Solution

1)

« f étant une fonction polynéme, f est continue sur R donc sur [0 ;+oo].
*2X+1>0x2 —% . Donc f est positive sur [—% ; +oo[, en particulier sur [0 ; +oof.

2)f05 f (x)dx représente ’aire de la partie du plan délimitée par la courbe de f, la droite (OI), les
droites d’équations x = 0 et x = 5. L’unité d’aire u.a est 6¢cm?

2) Propriétés de I’intégrale

a) Propriétés algebriques

Propriété 1 : Egalité de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle K ; a, b et ¢ trois éléments de K.

Ona: fabf(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx

Exercice de fixation :
f(x)=2x—-1, six <1
it la fonction ntin rR ofinie par :
Soit la fonction f continue sur R et définie pa {f(x)=§’ six>1

Calcule A = [ f(x)dx

Solution

A= foef(x)dx = folf(x)dx + flef(x)dx
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1 ef1
=[y (2x — dx + [{ (3) dx
= [x% — x]} + [Inx]$
=1-1-0+(1-0)
=1
Propriété 2 : Linearité

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K ; a et b deux éléments de K et o< un nombre réel.

Ona:
o [Pl +g@ldx = [ f(x)dx + [ g0 dx
. fab x f(x)dx = fabf(x)dx.

Exercice de fixation :
Calcule fozn(—Scosx + 2sinx)dx .

Solution

fozn(—Scosx + 2sinx)dx = fozn(—Scosx)dx + fOZT[(Zsinx)dx
=-3 fozn cosx dx +2 fom sinx dx
= —3[sinx]3" + 2[—cosx]&"
=-3(0-0) + 2(-1+ 1)

=0

b) Propriétés de comparaison

Propriété 1
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
Si f = 0sur [a;b],alors fff(x)dx > 0.

Exercice de fixation :
On considere la fonction f de R vers R définie par : f(x) = x2.

Justifie sans calcul que : f_72f(x)dx =>0.

Solution
Pour tout x élément de [-2 ; 7], x2 = 0, donc f_72f(x)dx >0.

Propriété 2
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
Si f < gsur[a;b], alors f:f(x)dx < f:g(x)dx.

Exercice de fixation:
Démontre que : fol(x2 + 1)dx > f01 2xdx

Solution
Pour tout x, élémentde [0; 1], (x —1)2>0,0na: x? +1>2x
Donc fol(x2 + 1dx > fol 2xdx

Propriété 3 : Inégalité de la moyenne
f est une fonction continue sur un intervalle [a; b], m et M sont deux nombres réels.
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» Sim< f < Msurla;b],alors m(b—a) < f:f(x)dx <M(b—a).
= Silfl <M, (M = 0)sur [a; b] , alors |f; f(x)dx| < M(b - a).

Exercice de fixation :

En supposant que : Vx € Eg] 1< T < /2, justifie que : = < fz @d x < %.
4

Solution

Onsaitque: Vx € E; g] ,1 < ﬁ < /2. D’aprés ’inégalité de la moyenne, on a :

1x( - E)sf,?.idxs«/ix(g— 5
2

Donc —<fE,—d <=

3) Valeur moyenne d’une intégrale

Définition
f est une fonction continue sur un intervalle [a; b].
On appelle valeur moyenne de fsur [a; b], le nombre réel ﬁf: f(x)dx

Interprétation graphique :
.1 b
Posons: u = Efa f(x)dx

"l
iz C; / f(x)dz

Ja

i x(b—a)

b
/ f(z)der = pu X (b—a)

Dans le cas d’une fonction positive,

La valeur moyenne u de fsur [a; b] est la hauteur du rectangle de base (b-a) ayant la méme aire (en
unités d’aire) que la partie du plan limitée par la courbe (Cf), I’axe (01), les droites d’équations x = a

etx = b.

Exercice de fixation :
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x — sinx.
Calcule la valeur moyenne de fsur [0; ].
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Solution
b
u=-=—J, f()dx
U= Lfn(x — sinx)dx

—n[zx +cosx]
T[ —-2)

1
T
7tz

21

Il. Techniques de calcul d’une intégrale
1) Utilisation de primitives
Exemple 1:

Calculons I’intégrale | telle que I = fo —

ex

dx

Considérons la fonction f continue sur [0; 1] et définie par flx) =

1+e*’
Posons u(x) = 1+ e*, u'(x) = e* ;f est de la forme = ;

ex
1+

dx

Une primitive de f sur [0; 1] est la fonction F définie par: F(x) = In(1 +e*).Donc I = fo
=[In(1 +eM)]}
=in(1+e)—In(1+1)
=In(1+e)— In(2).

- (1)

Exemple 2

Calculons ’intégrale J telle que J = f01 xe*" dx
Indication

Posons : u(x) = x2; xe*” = %u’(x)e“(x)
Exercice 3

Calcule I’intégrale K telle que K = fog cos3tdt

Indication
cos3t = (cost)(1 — sint)
= cost — costsin®t

2) Intégration par parties

Propriété
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a; b].

Si les dérivées u’ et v’ sont continues sur [a; b], alors :
b

b
j u(x)v' (x)dx = [u(x)v(x)]? —J u' (x)v(x)dx

Exercice de fixation :
Calcule I = flelenx dx

Solution
Posons u(x) = Inx donc u'(x)=-

v'(x) = x? et prenons v(x):§x3
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Ainsi fle u(x)v' (x) dx= [u(x)v(x)]¢ — fle u' (x)v(x)dx
e 2 B ¢ (e11 5
J, x*Inx dx = [3x lnx]1 e J; - Gx®)dx
N e1 o
= [Ex lnx]1 — [, 5x%dx
_ 1 3 e 1 3 e
= [3x0ma] - [5+°])

_2e3+1
9

3) Changement de variable affine

Pour calculer f:f(oc x + B)dx, « et B sont des nombres réels tel que = 0, on peut procéder

comme sulit :
> Faire le changement de variable : t = x + 8

Ona:dt =« dx. D’ou dx = idt
x=aeSt=xa+f
x=bet=xb+p.
> Utiliser Iégalité: [ f(o x + B)dx = [Forg D2t
Exercice de fixation :

Calcule P = f_ol\/%dx

Solution :

Posons f(x) = \/i; donc f(2x + 3) =

Posons t = 2x + 3 on déduit :

o dt =2dx donc dx = %dt

e x= -1 t=1et
x=0<t=3

Par conséquent

1
V2x+3

3
1 1
P = 2x+3dx—] =J<—)x—dt
Jf( ) V2x + 3 1 Vit 2
3
[ L
=37
! 3
=[]
1
P=+3-1
4) Intégration des fonctions paires, impaires, périodiques
Propriétél

Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport a 0.
Pour tout élément a de K, on a:

o Sif estpaire, alors: [* f(x)dx =2 [ f(x)dx
e Sif estimpaire, alors: [* f(x)dx =0

Exercice de fixation :

Calcule f4nc052xdx et f“nsm2xdx

4 4
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Solution :
> La fonction x + cos2x est paire et continue sur [—%%] donc

T T T

4 4 4
fcostdx =2 J. cos2xdx = f 2cos2xdx = [sian]g =1
_n 0 0

4
> La fonction x + sin2x est impaire et continue sur [—%%] donc

T
4

fsiandx =0

13

Propriété 2
Soit f une fonction continue sur R et périodique, de période T.
Pour tous nombres réels a et b, on a :

o [P Fe0dx = [0 f(x)dx
o [T FEOdx =[] f(x)dx

Exercice de fixation :

31

Calcule [z> cos2xdx

2

Solution :
La fonction x — cos2x est continue sur R et périodique, de période , donc
31 T
2 2t ™
f cos2xdx = f cos2xdx ZfCOSZde =0
n 0
2

i IE

1. Calcul d’aires

Propriétés
Le plan est muni d’un repere orthogonal (O, 1, ]).
1) Soit f une fonction continue sur [a; b], (Cy) sa courbe représentative.
A est I’aire de la partie du plan limitée par (Cf), ’axe des abscisses (0I), les droites d’équations
x=aet x=D>h.
a) Si f est positive sur [a; b], alors : A = f:f(x)dx.ua

b) Si f est négative sur [a; b], alors : A = —f;f(x)dx.ua

Par exemple, sur la figure ci-dessous, f est une fonction continue et négative sur ’intervalle [a; b], on
a: A= —f:f(x)dxua

a
T
[
]

;
—fjbf':ir-)«fr +——

- e RS -

W omm e
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c) Si f ne garde pas un signe constant sur [a; b], alors on subdivise [a; b] en des intervalles sur
lesquels f garde un signe constant.

Par exemple, sur la figure ci-dessous, on subdivise [a; b] en [a; c], [c; d] et [d; b].
f est positive sur [c; d] et f est négative sur [a; c] et sur [d; b]

/ ()

Ona:A = (— facf(x)dx + fcdf(x)dx - fdbf(x)dx) ua

Page 9 sur 16

CamScanmer



2) Soit f et g deux fonctions continues sur [a; b], (C;) et (C,) leurs courbes représentatives
respectives.

A est I’aire de la partie du plan limitée par (Cy), (C,), les droites d’équations :
x=aetx=bh.

a)Si f < gsur[a;b],alors: A = (f:[g(x) —f(x)]dx) ua.

b) Si f — g ne garde pas un signe constant sur [a; b], alors on procéde comme au
1)c.

Par exemple, sur la figure ci-contre :

N e WP

1
D

()

ona: A = ([;If(0) ~ g(ldx + f][g() ~ f())dx) ua

Exercice 1

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J). Unités : 2 cm sur I’axe des abscisses et 4 cm sur
I’axe des ordonnées.

On considere la fonction f définie par : f (x) =—x>.
Calcule en cm?, I’aire de la partie du plan limitée par la courbe de f, I’axe des abscisses et les droites
d’équations : x =1 et x =3.

Solution
f est continue et négative sur R, A = — f13(—x2)dx en (u.a)

L’unité d’aire en cm? est 2x4 cmz2, donc A = ( f13 —(—x?)dx)x8 cm?
A= ( f13 x?dx)x8 cm?
=8 X [§x3]i’ cm2

=8 (9—- %) cm?
A =22 cm2
3
Exercice 2

Soit la fonction f définie par f(x) = x3. On désigne par (Cf), la courbe représentative de f dans le
plan muni d’un repere orthonormé (0, I,]) d’unité graphique 2cm.

Calcule en unités d’aires, 1’aire A de la partie du plan limitée par(Cf), ’axe des abscisses (0I), les
droites d’équations x = —1 et x = 1.

Solution :
f étant continue, négative sur [—1; 0] et positive sur [0; 1]
A= (- f_01x3dx + f01x3dx) ua
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0 1
:(— [lx‘*] + [lx‘*] )x 2 X 2cm?
4 -1 4 0
=(-(0-3)+(;-0)) x 4cm?
A =2 cm?

IV. Fonction du type F:x — [ f(t)dt

Propriété :
Soit fune fonction continue sur un intervalle K et a un élément de K.
La fonction de Kvers R, x ~ f:f(t)dt, est la primitive de f qui s’annule en a.

Conséquence :
Si F est une fonction définie sur un intervalle K par : F(x) = f(ff(t)dt, alors: V xeK, F'(x) = f(x)

Exercice :
Justifie que la fonction logarithme népérien est la fonction F définie sur J0, + oo [ par F(x)= flx%dt

Solution :

La fonction In, est I’unique primitive sur ]0, + oo [ de la fonction, x — iet qui s’annule en 1. On en
déduit que In(x) = flx%dt.

C- SITUATION COMPLEXE

Un de vos camarades de classe rend visite a I’ancien
professeur de mathématiques de son pere a la retraite. Il
remarque les formes géométriques particulieres de la
terrasse de celui-ci (voir figure) : la partie en vert est
délimitée par un rectangle de largeur 2 m et de longueur
4m et la partie en rose est délimitée par une portion de
parabole et par un segment [AB]. Amusé par le regard de
votre camarade, 1’ancien professeur de mathématique le
met au défi de lui calculer I’aire totale de la terrasse en
vue de lui donner une idée du codt des travaux de
revétement de cette terrasse.

Il lui présente le plan de la terrasse en précisant que
pendant la construction, il a veillé & ce que la parabole qui
apparait dans le plan ait pour équation y = —x?+4 dans le
repere orthonormé d’origine O et d’unité 1m, avec

A (-2,0) et B(2,0).

Aide ce camarade a relever ce défi.

Solution

Pour résoudre le probléme, nous allons utiliser le calcul intégral.

Nous allons utiliser particulierement le calcule d’aire

puis faire la somme des deux aires apres les avoir calculées .

Aire A, de la partie en rose délimitée par la portion de la parabole

A= [L(-x* +4)dx = G(2) - G(-2) 0l G(x) = —; x° +4x
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= - 248+2+8=16
Aire 4, de la partie rectanqulaire

A, =2x4 =8

AIRE TOTALE DE LA TERRASSE

A+A, =16 m2 +8m2 = 24 m?
D. EXERCICES

1. Exercices d’application
Exercice 1
Calcule les intégrales suivantes:

(sin x+x2) Inz+2 1 _2t-t
f (cosx + 2x)eCt dx f —dz et f_z(t4_t2+3)4dt.

Exercice 2
Calcule P = [°, |x + 3|dx
Exercice 3
1) Justifie que, pour tout nombre réel t, cos3t = (1 — sin?t)cost.

2) Calcule [? —4cos’tdt

Exercice 4
Démontre que : [, x?cosxdx < [) x?dx
Exercice 5
Soit a et b deux nombres réels de [O; %[ telsque a < b.
¢ . ) 1 1 1
a) Démontre que : Vx €la;h], —- < —— S —
b) Déduis-en qu — tana < —;
cos4b

Exercice 6
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) = 3x + cosx

Calcule la valeur moyenne de f sur [— z E]

. 2°2
Exercice 7
Calcule les mtegrales suivantes :

fz cosxdx ; fz (;?:;C x et fn cosStsin®tdt

4
Exercice 8
Calcule les intégrales suivantes :

flz xV3 — xdx ;fol(x + 1)e*dx ; [Zxcosxdx ; f: Inxdx et foz x%e*dx (par deux intégrations par
4

parties)

Exercice 9

Calcule les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable affine

[5@x +5)7dx, [° dx et fol xVx + ldx

ExerC|ce 10

1x/2 +3
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T 51

T
Calcule: [°rx®sinxdx ; [®zx®cosxdx et [+* cosxdx
6 6 2
Exercice 11

Soit les fonctions f et g définies par: f(x) =x+2 et g(x) = x?

On désigne par(Cy), (C,)les courbes représentatives de f et g dans le plan muni d’un repére
orthonormé(0, 1, ]) . Unité graphique: 2cm

Calcule encm?, I’aire A de la partie du plandélimitée par (C;), (C,) et les droites d’équations : x =
—letx=2

Exercice 12

Un corps est laché, avec une vitesse initiale a I’instant to= 0, d’'une hauteur de 2000m et il est soumis
a I’accélération de la pesanteur g = 9,8m.s

1) Justifie que la fonction D définie par : D(x)= f(f gxtdt est la distance parcourue apres x secondes
de chute.

2) Calcule I’instant T (en seconde) mis pour qu’il soit au sol.

2 . Exercices de renforcement

Calcule les intégrales suivantes :

X+
. 2
fol x2dx ,fe x(lnx)zdx fs ; f 2|2x + 3|dx ; f S dx
"6 -2 3
. t2+3t—2 6
cos’tsin tdt ; ——dt et | sin®xdx
t+1
z 4 0

2. Exercices d’approfondissement

Exercice 1:
Onpose:Vx € R, f(x) =x+ 1—e* et on admet que la fonction f est dérivable sur R.

On désigne par (C) la courbe representative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 1,))
d’unité graphique2cm.

1) Calcule les limites en +oo de f(x) et de

Interpréte graphiguement les résultats obtenus

2) a) Calculer la limite en —co def (x).

b) Montrer que la droite (D) d’équation y==x y=x+1 est asymptote a (C) en —co.

c) Etudier les positions relatives de (C) et (D).

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Trace (D) et(C).

5) Calcule en cm?, I’aire A (A)de la partie A du plan limitée par (C), la droite (D),les droites
d’équations x = —2 et x = 0.

f&

SOLUTION
1) lim x+1-e*= hm x(1+———)_—oo
X—+00 X—
lim 2= lim 1+2- <= oo
x—-+00 X X—+00 P
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Interprétation graphique : La courbe (C) admet en +oo une branche parabolique de direction
I’axe des ordonnées.
2.3) lim f(x) = lim x4+ 1-e*=—ococar lim e* =0
X——-00 X——-00 X—>—00
b) Il s’agit de justifier que lim f(x)-(x+ 1) = 0.
X—-00
Ce qui est évident car f(x)—(x+1) =— e* et lim e*=0
X——00
c¢) Il s’agit ici d’étudier le signe de f(x)—(x+1) suivant les valeurs de x .
Or f(x)— (x+1) =-e* et-e* <0V x € R. Donc La courbe (C) est en dessous de la droite (D).

3)VXER, f'(x) =1-¢e*. Orl1-e*<0e1< e*
©x=0

X —00 0
+00

(x) + -

f(x) / ’ \

4) La courbe de la fonction

5. Calcul d’aire
AD) = [Sx+ 1- f(x) = 4x [e¥]%, = 4(1-e7?).

Exercice 2 :

t
Soit F la fonction de R’ vers R définie par F(x) = flxe?dt.
On désigne par (Cg) la représentation graphique de F dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1,])
tel que : Ol = 2cm et O] = 1cm.
1) Détermine 1’ensemble de définition de F.
2) Etudie le sens de variation de F

3) Soit f la fonction définie par : f(x) = F(x) — Inx.
t_
a) Justifie que : Vx € ]0; +oo[, f(x) = [ =t

t
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Vx €10;1[,f(x) <0
Vx €]1;40o[,f(x) >0
c) En utilisant les propriétés de comparaison, détermine les limites de F en 0 et en+oo.
4) Dresse le tableau de variation de F
5) Justifie que (Cr) admet une asymptote verticale.

6) Soit x € ]1; +oo.
a) Démontre que : Vt € [1 x] eT > e;et que F(x) == f

F(x) *—e
b) Deduis-en que :— > x2

C )Démontre que (CF) admet en +oco une branche parabolique de direction celle de (0]).

t_
b) Justifie que : Vt € ]0; +oo] , e—tl > 0. Déduis-en que : {

SOLUTION
1) F est définie sur R%.

2) Festdérivablesur R} etVx € R}, F'(x)= — 87 étant positive pour toute valeur strictement

positive de x, F’(x) est strictement positive sur R}. Par suite, F est strictement croissante sur R}.
3) a) Soit f, la fonction définie par : f(x) = F(x) — Inx.

Ona:f(x) = f—dt [ dt= f(———)dt f""—ldt

t_
3.b) vt € ]0; +oo[ ¥> 0 car Vt € ]0;+oo[,et > 1

Déduction
vx € ]0;1[, f(x) = fxe dt. Or - 1 > 0 et au niveau des bornes de I’intégrale, x < 1. Par
conséquent, f(x) < 0.
Vx € ]1; +oo[, f(x) = [
conséquent, f(x) > 0.
3.c) On a montré que Vt € ]0; +oo[ , =

e

10;1[,
t
Ce qui peut s’écrire aussi : Vt € ]0; 1], e— > 3 . Par suite V x € ]0; 1], flet dt > f = dt ou encore

vV x € ]0; 1[f dt<f —dt cestadlrere]O 1[,F(x) < Inx
qd x— 0, Inx - - OOdoncF(x)—> o)

De la méme maniére, vt € ]1; +oo[ , =

t . t
Ce qui peut s’écrire aussi : Vt € |1; +oo], eT > % . Par suite V x € ]1; +oo], flxg dt > flx% dt
ouencoreV x € |1;4+oo[,,F(x) > Inx.
Orqd x— +oo,lnx > +oo; donc F(x) » +o

4.) Tableau de variation de la fonction F

X |0 1 too
F(x) + E-1 +
FO) }/'
<
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5. lir% F(x) =0 ; par conséquent, (Cr) admet la droite d’équation x=0 comme asymptote verticale
X—
6) Soit x € ]1; +oo|.
t t
a) Démontrons que : Vt € [1; x] eT > e;et que F(x) > %flx etdt

te[Lx]® 1<t<xe

IA

1

RIr-

<1
t tt
xt t t
xXe xe
= [} —dt< [ —dt

Cest-a-dire : - [ e dt < F(x)

b) Déduction de F® 5 L;e
X X

En passant aux calculs dans cette inégalité (i f. lx et dt < F(x)) on obtient :
% (e*—e)<F(x) ce qui revienta  F(x)=> % (e*—e). Et en multipliant les deux membres par % qui est
strictement positif , on obtient : % F(x) = xi (e*—e) .

c) On sait que lirll % (e*-e)=+oo. On en déduit que lir+n @ = +oo ., Par suite, on peut affirmer
X—+00 X—+00
la courbe (Cr) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées (OJ).
LFO) 1

Remarque : ~

X
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Terminale D ~ , ,
COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE

Mathématiques

THEME : ORGANISATION ET TRAITEMENT DES DONNEES

Durée : 10 heures Code :

Lecon 11 : STATISTIQUE A DEUX VARIABLES
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans le cadre des recherches pour un exposé, des éléves d’une classe de Terminale ont été accrochés
par les informations suivantes :

La prévision météorologique est une science en pleine évolution. Elle a pour objectif de prédire un
ensemble de paramétres comme la pluviométrie, la pression atmosphérique, la température, etc.

Le tableau suivant donne les pluviométries et températures moyennes de septembre 2018 a ao(t 2019
dans une ville.

Sept |Oct. |Nov. |[Déc |[Jan |Fév. [Mar |Avr. |Mai ([Juin |Juillet/Aodt
2018 |2018 2018 [2018 [2019 (2019 [2019 |2019 2019 [2019 |2019 2019
Pluviometrie |, )3 |49 49 50 64 (79 48 40 [0 5 |6
(en mm)
Temperature 1,5 |1, 114 |10 |10 11 3 P15 [17 3 |7 |28
(en °C)

Dans I’affiche la température moyenne d’octobre 2019 était de 32 °C. Les ¢éleves veulent connaitre la
pluviométrie du mois d’octobre 2019. Un des éléves affirme que la pluviométrie n’est pas liée a la
température et qu’on ne peut savoir la pluviométrie d’octobre. Ce que réfutent certains. Toute la classe
ayant été saisi, décide de chercher a savoir si la pluviométrie est liée a la température et si c’est le cas,
de prévoir la pluviométrie d’octobre 2019.

B. CONTENU DE LA LECON
I. Série statistique double

1. Définition

On consideére deux caractéeres quantitatifs X et Y sur une méme population de n individus.

Onnote: x;,x;, X3 ,..., X, les valeurs( ou les modalités)du caractere X ; y; , ¥, , ¥3,..., ¥p les
valeurs du caractere Y et n;; I’effectif du couple (x; , y;).

On appelle série statistique double de caractere (X, Y), I’ensemble des triplets (x; , y; , n;;).

Exemple

Une étude statistique porte sur une population de 100 ménages. Deux caractéres X et Y sont étudiés :
- le caractere X est le nombre d’enfants.

- le caractere Y est le nombre de piéces de I’appartement occupé.

On obtient le tableau ci-dessous qui représente la série statistique de caractere(X ,Y)

X
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2 3 [11]10] 5 110
3 1| 3 ]116[13 ] 4 1
4 0 1 13| 5] 8] 4

Sur la 1%®ligne, sont inscrites les valeurs du caractére X, soitx; =0; x, =1;x3 =2 x4, =3;

X5 =4; x5 = 5.

La 1colonne affiche les valeurs du caractére Y qui sonty; =1y, =2 ; y; =3;y, =4.

Les nombres qui ne sont pas dans cette ligne et cette colonne, représentent les différents n;;.

Ainsi considérons le nombre 4 dans ce tableau. On constate qu’il est dans la colonne de la valeur 1 du

caractére X et dans la ligne de la valeur 1du caractére Y. On dit alors il y a 4 ménages qui ont un

enfant et occupent un appartement d’une piece.

Ainsi le couple (x,, y;)=(1; 1) a pour effectif n,; = 4.

Combien de ménages ont deux enfants et occupent un appartement de quatre pieces ?

On va donc considérer la colonne ayant la valeur 2 du caractére X et la ligne ayant la valeur 4 du

caractére Y. L’intersection de cette ligne et de cette colonne est 3.

3 ménages ont donc deux enfants et occupent un appartement quatre pieces.

Ce tableau a double entrée ci-dessus est appelé tableau de contingence.

2. Taleau de séries marginales

Reprenons I’exemple précédent.
Il est question de trouver I’effectif de chaque modalité du caractére X et I’effectif de chaque valeur du
caractere Y

X 0 1 5 3 4 5 Total
1 6 4 1 0 0 0 11
2 3 |11 (10| 5 1 0 30
3 1 3 |16 |13 | 4 1 38
4 0 1 3 5 8 4 21
Total 10 | 19 | 30| 23 | 13 | 5 100

Considérons le caractere X.
Pour trouver I’effectif de la valeur 0, on additionne tous les n;;qui se trouvent dans la colonne de la
valeur 0 ¢’est-a-dire 6+3+1+0=10. 10 ménages n’ont donc pas d’enfants.

Combien de ménages ont-ils quatre enfants ? Il est question donc d’additionner tous les n;; se
trouvant dans la colonne de la valeur 4 du caractére X.

On a donc 0+1+4+8=13 ménages.

On procede de la méme maniere pour trouver I’effectif des autres modalités du caractére X. Ainsi @
chaque valeur on a son effectif dans la derniére ligne.

D’ou le tableau linéaire associé a X :

x, |0 |1 [2 |3 [4 |5
n, |10 |19 |30 |23 |13 |5

La série ainsi obtenue est appelée série marginale du caractere X.

En faisant de méme avec les lignes, on obtient I’effectif de la modalité 1 du caractére Y en
additionnant les n;; de la ligne ou se trouve cette modalite. Soit 6+4+1+0+0+0=11.
On obtient ainsi I’effectif de chaque modalité du caractére Y dans la dernié¢re colonne du tableau.

D’ou le tableau linéaire associé a Y :
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n; 11 30 38 21

La série ainsi obtenue est appelée série marginale du caractére Y.

Dressons le tableau des fréquences marginales du caractére X.
On rappelle que la fréquence est I’effectif de la modalité sur I’effectif total.
On obtient le tableau suivant :
X; 0 1 2 3 4 5
f 10 19 30 23 13 5
L

100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100

De la méme maniére, définis le tableau des fréquences marginales du caractére Y.

v, 1 [2 [3 [a
11 | 30 | 38 | 21
fi

100 [ 100 [ 100 | 100

3. Nuage de points

Définition
On considere deux caracteres quantitatifs X et Y sur une méme population de n individus.
Onnote x;,x;, X3 ,..., X, lesvaleurs du caractere X,
Y1, Y2, Y3 »---» Yp lesvaleurs du caractere Y.
On appelle nuage de points associé a la série statistique double de caractere (X, Y) les points de couple
de coordonneées (x;; y;) d’effectifs non nuls.

Exercice de fixation
Le tableau suivant donne le nombre d’exploitations agricoles d’une région selon leur superficie en
hectares.

Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50
Représente le nuage de points associé a cette série.
Solution
=8 X
) ]
0 =
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Remarque
Dans la suite, les séries doubles considérées seront comme la série de 1’exemple précédent ; ¢’est-a-dire
Ieffectif n;;du couple (x; ,y;) vaut 1.

4. Point moyen

Définition
On appelle point moyen d’un nuage de n points M; de coordonnées (x;; y;) le point G de coordonnées

(xg; ye) telles que :
_y _ Xitxottxn | _y _ Yityattyn
Xg=X=—"—— Y=V =""—7"

Exercice de fixation
Détermine les coordonnées du point moyen du nuage de points de la série statistique suivante :

Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50
Réponse

C’est le point de coordonnées (X ;Y).
24243+44+5+647+47,6 _ 36,6

Ona: X = ====4,575

8
S _ 14+26+31+29+44+40+54+50 _ 288
etY = =—=36

8 8
Donc : G (4,575 ; 36)

Il. Ajustement lineaire par la méthode des moindres carrés

Soit un nuage de points associé a une série statistique double représenté dans un repére orthogonal.
Faire un ajustement de ce nuage de points, c¢’est trouver une courbe qui passe le plus prés « possible »
du maximum de points de ce nuage.

Lorsque cette courbe est une droite, on dit que 1’ajustement est affine ou linéaire.

Exemple d’ajustement par une droite.

1. Covariance

Définition
On appelle covariance de la série statistique double de caractere (X ;Y),
le nombre réel noté COV(X; Y) tel que :
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COV(X, V) = 2% ny(x, — (¥, — 7) ou COV(X, ¥) = 22 _X¥,
Exercice de fixation
Calcule la covariance de la série statistique précédente
Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50

Solution

La covariance COV(X, Y)de cette série statistique est @ —-XY

2X14+2X26+3X31+4X29+5X44+6X40+7X54+7,6X50
COV(X,Y) = -4,575%x36
1503

8
COV(X,Y) = ==~ 164,7.
Donc :COV(X,Y) = 23,675.

2. Coefficient de corrélation linéaire

Définition
Soit V(X) la variance de la série statistique de caractere X, V(Y) la variance de la série statistique de
caractére Y et COV (X ; Y) la covariance de la série statistique (X ; Y).
On appelle coefficient de corrélation linéaire de la série statistique double (X ; Y), le nombre réel noté
r telque:r = COVEX.Y)

JVEOJV(Y)

Exercice de fixation
Calcule le coefficient de corrélation linéaire de la série statistique du B.1.3.

Superficie X 2 2 3 4 5 6 7 7,6
Nombre d’exploitations Y 14 26 31 29 44 40 54 50
Solution
Le coefficient de corrélation linéaire rde cette série statistique est: r = _Covexy)
’ et T = Rowm
On a:
2 — 2 2 2 2 2 2 2 2 2
 V(X) = Z%_ (X) _ 2042743744 +Z +6°+724(7,6) 4’5752
V(X) = 20‘;'76 — 4,5752 ~ 4,16
2 —2 2 2 2 2 2 2 2 2
 V(Y) = Z% _ (Y) _ 147426°+31°+29 -:3—44 +40°+54°+50° 362
V(Y) = 228 _ 362 = 157,25
o 23675
Donc :ir = NS ~0,92.
Remarques

« Le coefficient de corrélation linéaire permet de voir la dépendance linéaire des deux caractéres X et Y.
«Le coefficient de corrélation linéaire r est un nombre réel de méme signe que COV (X, Y) et
ona:—-1<r<1.
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* Si | r| est proche de 1, c’est-a-dire en pratique : 0,87< r < 1 ou—1 < r < —0,87, alors on dit qu’il y a une
bonne corrélation linéaire ou une forte corrélation linéaire entre les deux caracteres
XetY.

Exemple
Interpréte le coefficient de corrélation linéaire ci-dessus.

Solution

Ona:r =0,92.

Comme 0,87< r < 1, il y a une forte corrélation entre la superficie et le nombre d’exploitations
agricoles de cette région.

3. Droites de régressions

a) Propriété
Soit V(X) la variance de la série statistique de caractére X, V(Y) la variance de la série statistique de
caractere Y et COV (X, Y) la covariance de X et Y.
i. Droite de régression de Yen X,

En supposant qu’il y ait une forte corrélation entre les caractéres X et Y alors, la droite (D) d’équation :

y=ax+bola= CO“/'((;:)’Y) et b =y — ax est appelée la droite de régression de Yen X par la méthode

des moindres carrés.
ii. Droite de régression de X en'Y.

. s 5y . ' , . Cov(X)Y)
La droite (D’) d’équation : x =ay + b'avec : a' = N

régression de X en Y par la méthode des moindres carrés.

et b'=x — a'y est appelée la droite de

Exercice de fixation
On considere la série statistique précédente.
Onsaitque:0,87<r < 1.
1. Détermine une équation de la droite d’ajustement linéaire de Y en X par la méthode des moindres
carrés. On donnera les arrondis d’ordre 2 de a et b.
2. Détermine une équation de la droite d’ajustement linéaire de X en Y par la méthode des moindres
carrés. On donnera les arrondis d’ordre 2 de a’ et b .

Solution
1. C’est la droite (D) d’équation : y = ax + bola = %;:)Y) eth =Y —aX
— SvAY _ 23878 _ 569 et b =Y — aX = 36 -5,69 x4,575=9,97
V(X) 4,16
Donc (D) : y = 5,69x + 9,97.
2. C’est la droite (D) d’équation : x = a'y + b’ avec a’' = % eth'=X—a’y

(= CovXY) _ 23675 _ 45 et p'=X—a’¥ =4,575—0.15x36= —0,825

V(Y) 15725
Donc: (D’) : x = 0,15y —0,825.
Remarques

- Les droites (D) et (D’) passent par le point moyen G du nuage de points.
- Si r est le coefficient de corrélation linéaire on a:

caa’ =1% et |r| =+Vaa’

«Sia>0eta™>0,alors r = Vaa'

*Sia<0eta<0,alorsr = —vaa'.

*Sir? = 1,alors a = % et les deux droites sont confondues.
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b) Estimation

«La droite d’ajustement tracée du nuage de points permet graphiquement une estimation de y
connaissant x (resp. x connaissant ).

*L’équation de la droite d’ajustement permet de calculer une estimation de y connaissant x (resp.x
connaissant y).

Exercice de fixation

On considere la série statistique précédente.

En considérant que la tendance se poursuit ainsi, détermine le nombre d’exploitations agricoles pour
une superficie de 9 ha.

Solution

Une superficie de 9 ha correspond a x = 9.

En utilisant 1’équation de la droite par la méthode des moindres carrés, ona:y =5,69 x + 9,97
y =5,69x9+997 =618

Donc pour une superficie de 9 ha, le nombre d’exploitations agricoles est estimé a 62.

C. SITUATION COMPLEXE

Le tableau ci-dessous donne le nombre total d’adhérents au club littéraire d’un lycée au cours de
I’année civile 2020.

Mois Janv | Fév | Mars | Avr | Mai | Juin | Juil | Ao(t | Sept | Oct | Nov | Déc
Rang x; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 |12
Nombre 1100 | 1160 | 1220 | 1370 | 1620 | 1550 | 1600 | 1500 | 1790 | 1940 | 2060 | 1980

d’adhérents i

Une Organisation Non Gouvernementale promet d’octroyer une aide financiére considérable au club si
le nombre d’adhérents dépasse les 3000 ¢éleves. L ¢leve de la Terminale A qui dirige le club désire
connaitre la date a laquelle ce don pourra se faire. Il te sollicite pour I’aider.

Détermine la date (mois et année) probable de la réception de ce don.

Solution.
» Pour trouver la date, nous allons utiliser les statistiques a deux variables,
» Je détermine la droite de régression linéaire,
» J’estime la date.

e Je détermine une équation de la droite de régression de Y en X.
Soit (D) cette droite.
__ Cov(X,Y)

Une équation de (D) est sous la forme:y=ax+b avec a = YO et b=Y — aX.
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- Les coordonnées du point moyen G

On a:

— in 78

X = =—=65
n 12

_ . 18890

Y = 2yi =" =1574,167
n 12

- La variance de X

inz_iz
n
12422432442 4+524+624+724+824+924+10%+ 112+ 122

— _ 2
V(X) = = 6,5

V(X) =

650
VX) = - = (6.5 = 11,917

- Lavariancede Y

2
V(Y) = ZZL _Y

1100% 4+ 11602 + 1220% + 13702 4+ 1620 + 15502 + 1600% + 15002 + 17902 + 1940% + 20602 + 19802
12

V() =
— (1574,167)2

30889500 ,
V(Y) = —5— — (1574,167)* = 96123,256

- La covariance de X et Y
X XY

Cov(X,Y) = -XY
n
1100 + 2320 + 3660 + 5480 + 8100 + 9300 + 11200 + 12000 + 16110 + 19400 + 22660 + 23760

Cov(X,Y) =
ov(X,Y) 5

—6,5x1574,167

135090
COV(X,Y) = ——= 65X 1574,167 = 10254145

- Une équation de la droite (D): y =ax + b

_ 10254145
= 1917 ~ °®

b =1574,167 — 86,046 x 6,5 = 1014,868
D’ou (D): y = 86,046x + 1014,868

e Je déduis le rang du mois pour y = 3000

y = 3000 équivaut & x = 20188 _ 53071
86,046

Le rang cherche est sensiblement égal a 24.

e Je donne la date (mois et année) probable de la réception de ce don.

La date probable de la réception de ce don est Décembre 2021.

Page 8 sur 12

CamScanmer



D. EXERCICES
1. Exercices de fixation
Exercice 1
On considére la série statistique suivante :

x |1 |4 |7 |8 |10
yi 12 |7 |8 |10 |13
Détermine les coordonnées du point moyen G.

Solution
_ 14+4+7+8+10 30
Ona:xG :X:T:?:6
— 2+7+8+10+13 40
yG:y:f:?:8 ; donc G (6; 8)
Exercice 2

Détermine la covariance de la série statistique de 1’exercice 1

Solution
Ona:COV(X, Y)=

Znijxiyj X?z 1X2+4X7+7X8+8X10+10x13 6x 8 :296_
n 5 5

48=11,2

2. Exercices de renforcement
Exercice 1

La tension artérielle est une donnée médicale correspondant a la pression du sang dans les artéres. On
la mesure chez les patients car une tension anormale peut étre le symptome de pathologies
cardiovasculaires comme I'hypertension artérielle.

La tension artérielle d'une personne comporte deux mesures :

- la Tension Artérielle Systolique (notée TAS) ;

- la Tension Artérielle Diastolique (notée TAD).

Le tableau suivant regroupe les mesures de la tension artérielle pour un groupe de personnes saines :

Ages 26 39 40 50 53 56
TAS (en mm Hg) 128 126 118 136 142 145
TAD (en mm Hg) 80 83 92 91 87 93

On s'intéresse a I'évolution de la TAS en fonction de I'age.

Pour cela, on symbolise les données du tableau a l'aide de points de coordonnées (x;y) ou x est I'age de
la personne et y sa TAS.

Détermine les coordonnées du point moyen des 3 points dont I'age est le plus petit.

Détermine les coordonnées du point moyen des 3 autres points.

Solution
Désignons par G, le point moyen des trois points dont 1’age est le plus petit et par G, celui des trois

autres points. On a :
_ 26+39+40

xg, = 0 = 35
ygl - 128+126+118 =124
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Donc G,(35; 124)

Xg,= @ =53
136+142+145
Yo T ——> — - 141
Donc G,(53 ; 141)

Exercice 2
On considere la série statistique suivante :

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Y 160 110 100 72 36 29 20 10 3

1) Détermine la covariance de la série statistique.

2) Détermine le coefficient de corrélation linéaire de cette série. Interpréete ce coefficient de corrélation
linéaire.

3) Détermine une équation de la droite d’ajustement linéaire de Y en X du nuage de points de la série
par la méthode des moindres carrés.

4) Détermine une equation de la droite d’ajustement linéaire de X en Y.

Solution
1) OI"I a: X — 0+1+2+3+:+5+6+7+8 — 4
7 - 160+1104+100+72+36+29+20+10+3 — 60
COV(X Y) - an]xly] XY - 1X110+4+2%X100+3X72+4+4X36+5%X29+6X20+7%x10+8X%3 _ 4X 60 — 125,67
. COV(XY) . — 2 _ 17422432+424+5%+6°+7%+87 _
2) Ona::r=—— ;or V(X -42=6,67 et
) "= Nowm 00 =22 - o - )
R V(Y) — ZJ/; _ (y)z — 160“+110“+100“+72 -;-36 +292420%2410%+3% _ 602 2570
Donc r = —=27_ — _ 0,96

V6,67xV2570

Comme -1<r <

—0,87 alorsily aune forte corrélation linéaire entre les caractéres X et Y.

Cov(X)Y)

3) C’est la droite (D) d’équation : y = ax + bola = YOO eth =Y —aX
a = ‘16265'767 = — 18,84 eth =60 + 18,84x4 = 135, 36 donc(D) :y = - 18,84 x + 135,36
5 : 5 I : . ’ ’ ’ Cov(X)Y) ’ v 5%
4). C’est la droite (D) d’équation : x = a'y + b’ aveca’ = v eth' =X—-a'y
a’=—=21=-0,049 et b’ = 4+0,049x60 = 6,94 donc (D’) : X = - 0,049y + 6 94

3. Exercice d’approfondissement

Dans le cadre d’un recensement portant sur le nombre de travailleurs dans les champs d’hévéa, un
agent a visité huit (8) exploitations .Un exploitant voudrait estimer le nombre de travailleurs que
prendrait une exploitation de 16ha d’hévéa. Pour cela, 1’agent recenseur a recueilli les informations
consignées dans le tableau ci-dessous.

Nombre x de 2 4 4 5 7 7 8 8
travailleurs
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Superficie exploitée

y(en ha) 3 5 6 7 10 11 8 12

1) Représente le nuage de points correspondant a la série statistique double (X, Y) dans le plan muni
d’un repére orthonormé.

On prendra sur [’axe des abscisses 1cm pour 1 travailleur et sur I’axe des ordonnées 1cm pour une
superficie de lha.

Pour les questions 2) 3) 4) et 5), les résultats seront arrondis a 1’ordre 2.

2) Justifie que le point moyen a pour coordonnées (5,63; 7,75).

3) On note V(X) la variance de X, V(Y) la variance de Y et Cov (X ; Y) la covariance de X et Y.
Justifie que V(X) = 4,18 et Cov (X,Y) = 5.57.

4) a) Calcule le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X,Y).
b) Interpréte le résultat obtenu précédemment.

5) a) Justifie qu’une équation de la droite (D) d’ajustement de X en Y par la méthode des moindres
carrés est : y =1,28x +0,54.

b) Trace(D) sur le graphique précédent.

6) Utilise I’ajustement précédent pour répondre a la préoccupation de 1’exploitant.
On donnera I’arrondi d’ordre zéro du résultat.

Solution
1) Représentation du nuage de points associé a la série
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2) Justifions que le point moyena pour coordonneées (5,63 ;7,75).
Soit G(X; Y)le point moyen du nuage réprésentant cette série statistique.

Ona:
_ 24+44+4+5+7+7+8+8
X = 5 =5,625 ~ 5,63
X =5,63.
_ 3+5464+74+10+11+8+12
Y = 3 =775

Donc : G(5,63;7,75).

3) Justifions que V(X)=4,18, V(Y)=8 ,44 et Cov (X, Y) =5.57
Yx® -2 22 4+4% 4+ 4752472 + 7% 4+ 8% 4 82
V(X) = - X = 3 — 5,632

V(X) = 4,178 ; donc V(X) =4,18.

Yyi® o2 32+5%+6%+7°%10% + 11% + 8% + 127

V) ==L -3 - _ 7,752
V(Y) =8,437 ; donc V(Y)=8 ,44.

COV(X, ) = 222 %7,

COV(X, Y) — 2X34+4X54+4X6+4+5X7+7%X10+7%X11+8%X8+8%12 _ 5,63 x 7’75

8

CoV (X,Y) =5,37
4) a) Calculons le coefficient de corrélation linéaire r de la série (X, Y).

_ COV(X, Y) 537

r = =
JVEOJVY) V418x8,44
r = 0.904 soit r = 0,90.

b) Interpréte le résultat obtenu précédemment.
On remarque que : 0,87< r < I, ainsi, on peut conclure qu’il y a une forte corrélation entre le nombre
de travailleurs et la superficie exploitée sur les 8 différentes exploitations.

5) a)Justifie qu’une équation de la droite (D) d’ajustement de X en Y par la méthode des moindres
carrés est : y =1,28x+0,54

Puisqu’il y a une forte corrélation entre le nombre de travailleurs et la superficie exploitée alors

D) apour équation :y=ax+b ota= %Y gt p =Y —aX
V(X)
:% =1,28 eth =7,75— 1,28x5,63=0,54.

Soit (D) :y = 1,28x + 0,54.
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Terminale D COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE

Mathématiques

Theme : Fonctions numériques

Durée : 06 heures Code :
Lecon 12 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pendant un cours de physique-chimie dans une classe de Terminale scientifique, le professeur donne
I’exercice ci-dessous a ses éleves :

« Une substance chimique se dissout dans I’eau. On admet que la vitesse de dissolution est
proportionnelle & la quantité non encore dissoute. A I’instant t=0 (t en minutes), on place 20 grammes
de cette substance dans une grande quantité d’eau.

Sachant que les dix premiers grammes se dissolvent en cing minutes, donne une expression de la
quantité non dissoute f(t), en grammes, en fonction de t. »

Apres un temps de recherche, les €léves n’arrivent pas a proposer une solution.

Le professeur leur demande donc de se faire aider par leur professeur de mathématiques. Ce dernier
leur demande de traduire cette situation sous forme d’équation et de la résoudre.

B. CONTENU DE LA LECON
|. Notion d’équation différentielle

1. Définition
On appelle équation différentielle, toute équation ayant pour inconnue une fonction et dans laquelle
figure au moins une des dérivées successives de la fonction inconnue.

Exemple
(E): =2f +5f=0;(E):f —25f=2x+1

(E,) et (E,) sont des équations différentielles avec comme inconnue la fonction f.

Remarques

*Toute autre lettre désignant une fonction peut étre utilisée a la place de f.

« Résoudre une equation differentielle sur un intervalle K, ¢’est déterminer I’ensemble des fonctions

définies sur K qui sont solutions de cette équation différentielle.

N.B.
Dans la suite du cours, nous utiliserons y comme fonction inconnue dans les équations differentielles.

2. Exercices de fixation

Exercice 1
Parmi les équations suivantes, indique celles qui sont des équations différentielles.
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DE)2y2+y=2; 2)(E)y +4=0; 3)(E):y?=1;
4) (E):y"+2y'+y=5; 5)(E):y+3=0.

SOLUTION
Les équations différentielles sont:2) (E) 1y +4 =0 et4) (E): y"+2y'+y =5.

I1. Résolution de quelques équations différentielles
1. Equationsdutype:y’+ay=b, a€R, b€ R

a) Casoub=0
L’équation devient: y'+ay =0, a€R

Propriétél
Les solutions sur R de I’équation différentielle: y’+ ay = 0, a € R, sont les fonctions :
x+— ke ™ k € R.

Exercice de fixation
Résous sur R les équations différentielles suivantes :
Dy +2y=0 2)7y =3y

SOLUTION
1) Les solutions sur R sont les fonctions : x — ke™2*, k € R.

3
2) Les solutions sur R sont les fonctions : x — ke7*, k € R

b) Casoub +#0

L’équation différentielle devient: y'+ay =b, a € R*,b € R *

Propriété 2

Les solutions sur R de I’équation différentielle: y’+ ay = b,a € R*, b € R*, sont les fonctions :
xv—>ke‘“x+§,k € R.

Exercice de fixation
Résous sur R I’équation différentielle :y" + 2y = 6.

SOLUTION
Les solutions sur R sont les fonctions : x — ke >* + 3,k € R
car a=2 etb =6.

Propriété 3 (Solution vérifiant une condition initiale)
Pour tout couple (Xo ;yo) de nombres réels, I’équation différentielle : y’+ ay =b,a € R,b € R, admet une
unique solution sur R qui prend la valeur yo en xo (c’est-a-dire telle que : y(x,) = yq)

Exercice de fixation

On donne 1’équation différentielle (E): y — 3y = 7.
Détermine la solution fde (E) qui vérifie : f(0) = 1.
Solution

Les solutions sur R sont les fonctions : x — ce3¥ — g ,c ER.

f étant une solution de (E), f(x) = ce3* — % ,c ER.

10
= 3X0——: —_——_= = —
f(0) =1 ce 3 lec 3 lec 3
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Donc la solution fde (E)qui vérifie : £(0) = 1est la fonction définie sur R par :
10 7
fQ)=—e—3

3
c)casoua=0
I’équation devient : y' = b. Ses solutions sont les primitives sur R de la fonction x +— b,
qui sont les fonctions x — bx + ¢c,c € R

2. Equations du type : y”’+my = 0, m € R

a)Casoum =0
L’équation devient :y "’ = 0.

Propriété
Les solutions sur R de I’équation différentielle : y’’ = 0 sont les fonctions :
x—ax+b,a€eR,beR

b) Casoum <0
Onpose:m = —w?,w € R*.
L’équation devient y"' — w?y =0, w € R*.

Propriété
Les solutions sur R de 1’équation différentielle : y’’ — w?y = 0,w € R* sont les fonctions :
x+— ae Y+ pe?* aeRetb€eR.

Exercice de fixation
Résous sur R I’équation différentielle :y" — 4y = 0.

SOLUTION
y ' —4y =0 dot w’=4 ©Sw=20uw=-2
Donc les solutions sur R de I’équation sont les fonctions : x — ae™2* + be?**,a € R et b € R.

c)Casoum >0
On pose :m = w? , w € R*.
L’équation devient : y*’ + w?y = 0,w € R".

Propriété
Les solutions sur R de 1’équation différentielle : y’’+ w?y = 0,w € R* sont les fonctions :
x +— acos (wx)+bsin(wx),a€R et b €R

Exercice de fixation
Résous sur R I’équation différentielle :y" + 4y = 0.

Solution
y' +4y=00y ' +2’y=0avecw’=22 w=20uw = —2
Donc les solutions sur R de 1’équation sont les fonctions : x +— a cos2x + b sin 2x,a € R et b € R.

Propriété (Solution vérifiant des conditions initiales)
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Pour tout triplet (Xo ; Yo; Zo) de nombres réels, 1’équation différentielle : y" 4+ my = 0, m € R, admet une
unique solution sur R telle que : y(x,) = yo et y'(xy) = z,.

Exercice de fixation
1. Résous sur R 1I’équation différentielle (E) : y" + 25y = 0.

2. Détermine la solution fde (E) qui vérifie: f(0) =1 etf'(%) = —2.
SOLUTION

1.y"+25y =0y "+ 5%y = 0.

Donc les solutions sur R de I’équation (E) sont les fonctions:

x +— acos(5x) + bsin(5x),aveca € Ret b € R.

2. f étant une solution de (E), f(x) = acos(5x) + bsin(5x) et f'(x) = =5 asin(5x) + 5b cos(5x).

*f(0) =1 < acos(0) + bsin(0) =1=a=1
-f'(g) = -2 —5asin(r) +5bcos(n) = -2 -5b=-2< b= E
D’ou la solution fde (E)est définie par : f(x) = cos(5x) + %Sin(Sx).

3. Tableau récapitulatif

Types d’équations différentielles Fonctions solutions
y'+ay=0,a€R x— keT™ keR
y'+ay=b,aeR",beR" xl—>ke_ax+§,k€IR{

y"=0 x—ax+b,a€eR,beER

y' —w?y=0,w €R x+— ae ®*+be®*, a€R,bER
y'+w?y=0,w€R" x+— acoswx+bsinwx, a€R,bER

C- SITUATION COMPLEXE

Lors d’une campagne innovante du Fonds des Nations Unies pour la population intitulée « 7 Milliards
d’Actions », qui mettait I'accent sur les défis, les possibilités et les actions nécessaires a notre avenir
commun sur la Terre, les éléves de la promotion terminale d’un lycée ont appris que :

- plus de la moiti¢ de la croissance démographique dans le monde d’ici a 2050 aura lieu en Afrique ;

- la population d'Afrique subsaharienne, par exemple, devrait doubler d'ici a 2050 ;

- selon les projections, la population mondiale devrait augmenter de 2 milliards de personnes au cours
des trente prochaines années, passant de 7,7 milliards actuellement a 9,7 milliards en 2050 ;

- la population d’un pays était de 4, 75 millions d’habitants en 1990 et de 5,5 millions d’habitants en
1995.

Etonnés du boum démographique de ce pays, ces €éleves veulent déterminer 1’année ou la population de
ce pays atteindra 20 millions d’habitants, si on suppose que la vitesse d’accroissement de la population
est proportionnelle au nombre d’habitants. Ils désignent par f(t) le nombre de millions d’habitants a
I’instant t.

Ayant entendu ces informations, tu veux tester tes connaissances et aussi les aider.

Réponds, dans ces conditions, a la préoccupation de ces éléves.

SOLUTION
» Pour répondre a la préoccupation de ces éléves, je vais utiliser les équations
différentielles ;

Page 4 sur 7

CamScanmer



> Je vais déterminer I’année ou la population atteindra les 20 MIILLIONS.
Modélisation
eDétermination de I’équation différentielle :

L’hypothese la vitesse d’accroissement de la population est proportionnelle au nombre d’habitants se
traduit par : £(t)=a f(t) ou a #0
Ainsi, il est question de trouver une f, dérivable sur [0 ; +oo[ telle que pour toutt > 0 ;
f(t)= a f(t) et f(0) =4,75 ; on prend t=0 pour I’année 1990 comme année d’origine
eRésolution de I’équation y' = ay.

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions f définies sur [0 ; +oo[ par : x —ke?t,
ke R:

Comme f(0)= 4,75 alors ke®= 4,75 d’ou k= 4,75 ainsi f(t) = 4,75 e*

22

l
D’autre part de 1990 & 1995, on a t = 5 alors f(5)=5,5 ; ce qui donne 4,75 e>*=5,5donc a = %

In~—=
Par conséquent, f(t)= 4,75 et
lnE 80

Pour f(t)=20o0n a: 4,75 e s t=20dott= 5> ~= 48 donc ce pays atteindra 20 millions d’habitants

lTlB
en 1990+48 = 2038.
Conclusion :

D. Exercices
1. Exercices de fixation
Exercice 1

Parmi les équations suivantes, indique celles qui sont des équations différentielles :
(E):y2+y=2;(F):y-In2y =3; (G) : y”’ -y’ =3x?; (H) : y = 3x

solution

Les équations (F) et (G) sont des équations différentielles

Exercice 2

Pour chacune des équations différentielles suivantes, détermine la solution vérifiant la condition
donnée :

ay==-2y, f(0)=1
b.y' —(n2y=0 , f(2)=
solution

1
>

a. Les solutions sont les fonctions f définies sur R par f(x)=k e™2* , k eR
Comme f(0)= 1 alorsona: k e®=1 <k =1, donc la solution f qui vérifie f(0)=1 est la fonction
f définie sur R par : f(x) = e=2*
b. Les solutions sont les fonctions f définies sur R par f(x)= k e*'*? | k eR
Comme f(2)= —alorsona: k e?? =~ < kel =~ < 4k == < k= % , donc les la fonction f qui
vérifie f(2)= % est la fonction f définie sur R par f(x)= % eXin2
2. Exercices de renforcement
Exercice 1

Soit 6 la température d’un corps a ’instant t. La température ambiante est 30°C.
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A chaque instantt, on pose : x(t) = 8(t) — 30. On suppose que la fonction x est dérivable sur R et
vérifie : x' = —k’x (k € R"). A I’instantt = 0, la température de ce corps est 70°C et au bout de 5
minutes, elle n’est plus que de 60°C.

1) Détermined(t), ou t est mesuré en minutes.

2) Détermine la température de ce corps au bout de 20 minutes.

Solution
1) Ona: 6(t)=x(t) +30 ; or x’(t) = -k>x d’0t x(t) = c e ¥t , ceR par suite 6(t) = c e ¥t+30

1. 3
Comme 6(0)= 70 alors c= 70-30=40 et 8(5)= 60 alors —k2z = %Inz donc 6(t) = 40e5™"+30.

2) Pourt=20,0na: 6(20)=42,66°, donc la tempeérature de ce corps au bout de 20mn est 42,66°.

Exercice 2
On considére dans R 1’équation différentielle(E) : y'+ 2y = e™%*,
1. Vérifie que la fonction g telle que g(x) = (x + I)e™?* est une solution de(E).
2. Démontre qu’une fonction h + g est solution de (E)si et seulement si la fonction h est solution de
I’équation différentielle(E"):y" + 2y = 0.
3. Détermine les solutions sur Rde 1’équation différentielle(E”).
4. a) Déduis des questions précédentes, les solutions sur R de 1’équation différentielle(E).

b) Détermine la solution f de(E) vérifiant la conditionf (0) = —2.

Solution
1. Ona: g (x)+2g(x) = (-2x-1)e~?*+2(x+1)e ~#*= ¢ ~2* donc g est une solution de (E).
2. Ona: h+gsolution de (E) & (h+g)’ +2(h+g) = e~ %*
©h’ +2h =0 car g’+2g = e~ ¥
Par suite, h est solution de 1’équation différentielle (E’) : y’+2y=0
Les solutions sur R sont les fonctions h définies sur R par h(x)= ke~2*, keR
4. a) Ainsi les solutions sur R de 1’équation (E) sont les fonctions f définies sur R
Par f(x)= ke "2%+(x+1) e 2% = (k+x+1) e 2%
b) Ona: f (0) = 1 & (k+1) e°= 1 <k=0 donc f(x) = (x+1) e~2*

w

3. Exercice d’approfondissement
Exercice

X

On consideére 1’équation différentielle(E) : y'+ 3y = 2e~*.
1. Détermine le nombre réel m pour que la fonction h définie sur R par : h(x) = me™* soit solution
de(E).

2. Résous dans R I’équation différentielle (E"): y' + 3y = 0.

3. Démontre qu’une fonction h — g est solution de (E’) si et seulement si la fonction g est solution de
(E).

4. Déduis des questions précédentes les solutions sur R de 1I’équation différentielle(E).

Solution

1.Déterminons le nombre réel m pour que la fonction h définie sur R par : h(x) = me~*soit solution
de (E): y'+3y=2e*Vx€Rh(x)=me*eth(x) =—me™™
h est solution de (E) < h'(x) + 3h(x) = 2e7*
S —me ¥+ 3me ™ & 2me™* = 2e7*
eSm=1
Donc la fonction h définie par :h(x) = e *est solution de (E).
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2. Résolvons dans R 1’équation différentielle (EN: vy + 3y = 0.

Les solutions sur R de 1’équation différentielle (E") : y’ + 3y = 0 sont les fonctions :
x v~ ke 3* k eR.
3.0na: h-gsolution de (E’) & (h-g)’ +3(h-g) =0<h’+3h —(g’+39)=0, or h+3h = 2¢7*
Donc g’ +3g = 2e™* ; par suite g est solution de 1’équation (E).
4. Les solutions de (E) sont les fonctions définies sur par : x— e *-ke™3* keR

V. Documents

Collection IRMA TCE
Collection Trans-Math Term ES
Collection SCIAM Terminale SE
Collection SCIAM Terminale SM
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